Université Jean Monnet Semestre 2
Faculté des Sciences et Techniques 2012-2013

Controle «Jeux Enigmes et Paradoxes»
Durée 1h30. Calculatrice autorisée. Documents interdits

1 Cardinaux infinis

Soit A = N x R, c’est a dire I'ensemble des couples (z,y) tels que = € N et y € R. Le but de ce probléme est
de montrer que card(A) = card(R).

1. Montrer que R est subpotent & A. (On pourra par exemple exhiber une fonction R — A dont on
montrera 'injectivité.)

2. A est-il dénombrable?

3. Montrer que R est équipotent a I'intervalle |0, 1[ (On pourra admettre que la fonction arcsin : R —]—1,1]
est une bijection).

4. Déduire de la question précédente que A est subpotent a R puis conclure.

2 Fractales

1. (a) Déterminer le nombre de boites qui contiennent des cotes sur les 2 cartes ci-dessous.
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(b) Sachant que la figure de droite est remplie de boites 2 fois plus petites que celles de gauche (il y
a donc 4 fois plus de boites dans le dessin de droite), en déduire une estimation de la dimension
«boite de comptage» des cotes de Bretagne.

2. On note:

e O le point d’affixe 0.
e A le point d’affixe 1.
e M le point d’affixe %

On considére les fonctions suivantes:

e [’homothétie de centre O et de rapport % La fonction correspondante pour les affixes est f1(z) =

1
§Z.



e La composée de:

— la réflexion axiale d’axe y = x — %

— I'homothétie de rapport % et de centre M.
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La fonction correspondante pour les affixes est fo(z) =
e La composée de:

— la réflexion axiale d’axe y = 0.
— I’homothétie de rapport % et de centre A.
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La fonction correspondante pour les affixes est f3(z) = %E +

(a) Montrer que S = (f1, f2, f3) forme un systéme de fonctions itérées (c’est-a-dire que f,fs,f3 sont
des contractions).

(b) On définit V; comme étant le segment [0,1]. Les autres ensembles Vj sont définis par la relation
de récurrence Vi1 = f1 (Vi) U fo(Vie) U f5(Vi) (cf figure ci-dessous).
Quelle est la longueur totale des segments présents sur V5?7 Sur V17 Sur V42?7 Sur V,,?7 Quelle est
la limite de cette longueur en n = +o00?

Vo Wi Va

Vs Vi Vs

- A ﬁi:*
o Jff%% %?:ﬂ%
T T P

(c) Calculer s1, s2, s3, 1,2, S2,1 les points fixes respectifs de fi, fa, f3, f1 0 f2, fa0 fi.
(d) Soit V I’ensemble invariant compact de S.

On suppose que f;(V) N f;(V) est fini si ¢ # j.

Quelle est la dimension de Hausdorff de V7



