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Les infinis

Exercice 1. “L’hotel de Hilbert” a une infinité de chambres (numérotées
1,2, 3,...).

1. Un soir ou I'hétel est plein (un client par chambre), un nouveau client
potentiel se présente a l'accueil et demande une chambre pour la nuit.
Comment le réceptionniste peut-il lui libérer une chambre sans exclure
aucun autre client de I’hotel.

2. Vers 11H, un car plein avec une infinité de sieges (numérotés 1, 2, 3, ...)
s’arréte devant 1’hotel. Trouvez une stratégie permettant encore de faire
rentrer tout le monde.

3. A minuit passé, une infinité de tels cars arrive devant ’hotel. Est-il

toujours possible de faire rentrer tout le monde ?

Deux ensembles A et B sont dits équipotents lorsque ’on peut les mettre
en correspondance élement par élément. Ainsi, si A est un ensemble fini avec
n éléments, il est équipotent avec tous les ensembles finis avec n éléments (et
seulement ceux-la). A et B sont équipotents si et seulement si il existe une
bijection f: A — B.

Exercice 2. Montrer que les ensembles suivants sont équipotents
1. N et N*.
2. N avec I'ensemble des nombres pairs.
3. Z et N.
4. N avec N?> = {(x,y) |z € N, y € N}.
5. Q avec N.



Exercice 3. Soit R, I’ensemble des nombres réels que 1'on verra comme

I’ensemble des nombres qui ont une écriture décimale finie ou infinie. Ainsi,
m=3,14159... et % = 0,125 =0,125000... sont des nombres réels.
On suppose que 'on numérote une infinité de nombre réels xg, x1, z9, .. ..

1. Trouver un nombre réel qui est différent de tous les x;
2. En déduire que N et R ne sont pas équipotents.
Exercice 4. 1. Montrer que 'union de deux ensembles dénombrables est
dénombrable.

2. Montrer que le produit de deux ensembles dénombrables A x B :=
{(a,b)|la € A,b € B} est dénombrable

3. Montrer que I'union de n ensembles dénombrables est dénombrable.

4. Soient Iy, I1, I5, ... une infinité (dénombrable) d’ensemble dénombrable.
Montrer que
I=J1

1eN
est dénombrable.
Exercice 5. 1. Soit E un ensemble. Une partie de E est un sous-ensemble
de E. L’ensemble des parties de E est noté P(E).

Montrer que E et P(E) ne sont pas équipotent
(Indication : Si f : E'— P(F), considérer {x € E|x ¢ f(z)})

2. En déduire 'existence d'une infinité de cardinaux.
3. Montrer que card(R) = card(P(N)).

Exercice 6. Un nombre réel x est dit algébrique si il existe un polynome
P & coefficients entiers tel que P(z) = 0. Par exemple, v/2 est solution de
X? —2=0; c’est donc un nombre algébrique.

1. Montrer que {nombres algébriques} est dénombrable.

2. Montrer qu’il existe des nombre réels non-algébriques.

Exercice 7. Montrer que card C = card R.



