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Applications

Exercice 1
Soit A = {0, 1, 2, 3} et B = {0, 4, 1, 7}. On définit des applications f et g de A dans
B par :

f(0) = 0; f(1) = 7; f(3) = 1; f(2) = 4

g(0) = 1; g(3) = 7; g(1) = 1; g(2) = 0

1. Que peut-on dire de l’application f ?

2. Que peut-on dire de l’application g ?

Exercice 2
Dans chacun des cas suivants, l’application f est-elle injective, bijective, surjective ?

f : R → R f : R+ → R+ f : R+ → R f : R → R+

x 7→ x2 x 7→ x2 x 7→ x2 x 7→ x2

f : N → N f : Q∗ → Q∗ g : R∗ → R

x 7→ x2 x 7→ 1

x
x 7→ 1

x

f : N → N f : Z → Z f : N → N f : N → N

n 7→ n + 1 n 7→ n + 1 n 7→ 2n n 7→

{
n
2

si n pair
n+1

2
si n impair

Exercice 3
On considére la fonction partie entière E, la fonction identité id, et la fonction carré
f(x) = x2, définies sur R.
Déterminer pour chacune de ces fonctions :

1. les image de :
R , A = [0, 3] , B =]3, 4[ , ]− 2, 1[

2. les images réciproques de :

R , {1

2
} , {5} , ]2, 9]

3. Déterminer :
E(A ∩B) et E(A) ∩ E(B)

1
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Exercice 4
On munit le plan cartésien P de son repère orthonormé canonique d’origine (0,0).

Soit l’application : f : P → P | (x, y) 7→

{
x′ = 2x− y

y′ = 3x + 2y

Montrer que f est surjective et trouver son application réciproque.

Exercice 5
Soient D et A deux ensembles, et f une application de D vers A.

1. Montrer que f est surjective si et seulement si ∀a ∈ A, Card(f−1({a})) ≥ 1

2. Montrer que f est injective si et seulement si ∀a ∈ A, Card(f−1({a})) ≤ 1

3. A quelle condition f est-elle bijective ?

Exercice 6 (Application caractéristique)
On définit, pour E ensemble, et A partie de E, l’application caractéristique de A
par :

χA : E −→ {0, 1}

x 7−→

{
1 si x ∈ A

0 sinon

Montrer les propriétés suivantes :

1. L’application P(E) −→ F(E, {0, 1}) définie par A 7−→ χA est bijective.

2. A ⊂ B =⇒ χA ≤ χB

3. χA∪B = χA + χB − χA∩B

4. χĀ = 1− χA

5. χA∩B = χAχB

6. χA\B = χA(1− χB)

7. χA∆B = χA + χB − 2χAχB = (χA − χB)2 = |χA − χB|

Exercice 7
Soit E un ensemble et f une application injective de E dans E, c’est à dire une
application vérifiant :

∀x1, x2 ∈ E, f(x1) = f(x2) ⇐⇒ x1 = x2.

On définit par récurrence sur n ≥ 1 des applications fn par

f 1 = f fn = f ◦ fn−1

où f ◦ g désigne la fonction composé de g par f définie par

f ◦ g(x) = f
(
g(x)

)
pour tout x ∈ E et toute application g : E −→ E.
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1. Montrer que pour tout n ≥ 1 l’application fn est injective.

2. Montrer que si f surjective, on a de même pour tout n ≥ 1 l’application fn est
surjective.

Exercice 8
Soient E et F des ensembles. Soient f : E → F une injection, et g : E → F une
surjection.
Soient X et X’ des parties de E. Soit Y une partie de F.

1. Montrer que :f(X ∩X ′) = f(X) ∩ f(X ′) et que : f−1
(
f(X)

)
= X

2. Enoncer une réciproque à chacune de ces assertions

3. Montrer que :f
(
f−1(Y )

)
= Y , et énoncer une réciproque.

Exercice 9
Soient E, F et G trois ensembles. Soient deux applications f : E → F et g : F → G.

1. Montrer que : g ◦ f surjective ⇒ g surjective

2. Montrer que : g ◦ f injective ⇒ f injective
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