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TD11 : De la convergence des suites réelles

Exercice 1 (A la limite)
Soient un et vn deux suites réelles convergeant vers les limites respectives l et l′.

(i) Montrer que si l < l′ alors un < vn à partir d’un certain rang n0

(ii) Montrer que le résultat ne tient plus si on remplace les < par des 6.

Exercice 2 (Sommes de limites)
Soient un et vn deux suites réelles, a et b deux réels. Montrer que si un 6 a ; vn 6 b et
un + vn −→n→∞ a + b. Alors un et vn convergent respectivement vers a et b.

Exercice 3 (Les gendarmes ne sont pas toujours inutiles)
Calculer la limite des suites suivantes

a)
3n − (−2)n

3n + (−2)n
b)

n − (−1)n

n + (−1)n
c)

n∑

k=1

n

n2 + k

Exercice 4 (Cauchy)
Montrer que Sn =

∑
n

k=1
1/n n’est pas une suite de Cauchy

(Indication : Calculer Sp − Sq pour q = 2p.)

En déduire que pour tout M ∈ R, il existe N ∈ N tel que
∑

N

k=1
1/n > M .

Exercice 5 (Moyenne arithmético-géométrique)

(i) Montrer que pour tous reels a et b, on a 2
√

ab 6 a + b.

(ii) On considère les suites réelles définies ainsi en fonction de u0 et v0 :

un+1 =
√

unvn vn+1 =
un + vn

2
.

Montrer que pour tout n ∈ N, un 6 vn; un 6 un+1; vn+1 6 vn.

(iii) En déduire que un et vn convergent.

(iv) Montrer qu’elles convergent vers la meme limite.

Exercice 6 (Suite extraite)
Montrer que si un est une suite réelle croissante telle que la suite extraite u2n converge vers l ∈ R,
alors un converge vers l.

Exercice 7 (Suites récurrentes)

(i) Soit u0 = 0 et un+1 = 2un + 1. Montrer que un converge vers +∞.

(ii) Soit u0 = 0 et un+1 = un+1

2
. Montrer que un converge vers 1/2.
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