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TD2 :Ensemble/Applications

Exercice 1 (Logique vs Ensembles)
1. Prouver les relations logiques

AV (BVC)=(AvB)vC
AV(BANC)=(AVB)AN(AVCO)
2. Prouver les relations ensemblistes
AUu(BUC)=(AUB)UC
Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)

Exercice 2
Soient A, B, C trois parties d’un ensemble E. Montrer que Card(A U B U C) = Card(A) +
Card(B) + Card(C) — Card(AN B) — Card(ANC) — Card(BNC) + Card(ANBNC)

Exercice 3 (Un peu de pratique)
Un promeneur mycophile revient de sa cueillette. Avant d’apporter les champignons chez le phar-
macien pour les faire identifier, il les répertorie. 1l trouve :
— 12 champignons roses
— 27 champignons a lamelles
— 39 champignons a chapeau convexe
Parmi la cueillette, le promeneur remarque que :
— Parmi les champignons a chapeau convexe, 12 avaient des lamelles et 7 étaient de couleur
rose.
— Parmi les champignons a lamelle, 6 -dont 2 avec un chapeau convexe- étaient roses.

1. Combien de champignons le promeneur a-t’il ramassé ?

2. Combien de champignons a chapeau convexe n’ont ni lamelles ni la couleur rose ?

Exercice 4
Exprimer la relation entre les deux éléments de chacun des couples suivants, a l'aide des signes
d’inclusion et appartenance :

O.R), (1,Z), ({1} 1), (R, Z), ({1,2}, P(2))

({1,2},2), ({0}, P(E)), (0,0), (0,{0}), (0, P(E))
({f | f fonction continue sur R}, {f | f fonction dérivable sur R})
(R, {p € N | p nombre premier})

Exercice 5 (Différences symétriques)
Soit E un ensemble; A et B des sous-ensembles de E. On rappelle que A\ B = AN B¢ et on définit
la différence symétrique de A et B par

AAB=(A\B)U(B\ 4)
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1. Faire un dessin pour illustrer cette définition

2. Soient A, B,C, D des sous-ensembles de FE. Prouver que
i) AAANB°=AAB
ii) AANB =10 ssi A=B
iii) SiAAB=ANAC alors B=C
iv) SiAANAB=ANB alors A= B = .

Exercice 6 (Rectangles avec un s)
1. Dans le plan complexe, considérer le rectangle plein délimité par les droites d’équation x = 1,
=06,y =2, y=>5 comme un produit cartésien et représenter cet ensemble.

2. Soient les intervalles £ = [1;6], F' = [2;5],A = [2;3] C E et B = [3;4] C F. On sonsideére
E x F et on pose A = E\ A et B = F\ B. Représenter sur le graphique précédent, les
ensembles A x B, A x B, A x B, A x B. Vérifier qu’ils forment une partition de E x F’

3. Ecrire (E x F)\ (A x B) sous la forme d’une union de produits cartésiens

Exercice 7 (Ma premiére application)
Soit A =1{0,1,2,3} et B={0,4,1,7}. On définit des applications f et g de A dans B par :

f0)=0; f1) =7 f(3)=1; f(2)=4

9(0)=1; g(3) =7; g(1) = 1; g(2) =0
1. Que peut-on dire de I'application f 7
2. Que peut-on dire de ’application g 7

Exercice 8 ( ?-ctive)
Dans chacun des cas suivants, I'application f est-elle injective, bijective, surjective ?

fTR—=R f:Rt =Rt f:Rt =R f:R—R"
Tz’ x - x? x z — z?
f:N—=N Q" —-Q* g:R* =R

9 1 1
T—x T - — T — —
T x
f:N—=N f:Z—-7Z fN—=N f:N—=N
n—n+1 n—n+1 n—2n nH{zl s1.n1.3a1r.
"3~ si n impair

Exercice 9 (La Partie Entiére)

On considére la fonction partie entiére E, la fonction identité id, et la fonction carré f(z) = 2
définies sur R.

Déterminer pour chacune de ces fonctions :

)

1. les image de :
R, A=[0,3], B=]3,4[, ] —2,1]

2. les images réciproques de :

R, {5}, {5}, 2.9

3. Déterminer :
E(ANnB)et E(A)NE(B)



Algebre-Analyse Mathématiques S1 2006,/2007

Exercice 10 (Application caractéristique)
On définit, pour E ensemble, et A partie de E, I'application caractéristique de A par :
xa : E— {0,1}
1 sizx €A
0 sinon

xr

Montrer les propriétés suivantes :
1. L’application P(E) — F(E,{0,1}) définie par A — x 4 est bijective.
ACB= xa<xsn
XAUB = XA+ XB — XAnB
xa=1-xa
XANB = XAXB
xa\B = xa(l—xa)

NS Gk

XAAB = XA + X8 — 2xaxB = (xa — x8)° = [xa — x5/

Exercice 11 (Hé, Hé, C pa 6 slpl)
Soient E et F des ensembles. Soient f : E — F et g : E — F deux applications.
Soient X et X’ des parties de E. Soient Y,Y’ des parties de F. Comparer les ensembles suivants :

FXUX') et F(X)UF(X)

FXUX') et F(X)UF(X)

f’l(Y NYY) et fUY)NFLYY)
Y UYY) et fUY)UFLYY)

Xetf H(F(X))

LY et F(FHY))

~

OﬁCﬂ»JAC.»o.M

Exercice 12
Soient E, F et G trois ensembles. Soient deux applications f : E — F et g: ' — G.

1. Montrer que : g o f surjective = g surjective

2. Montrer que : g o f injective = f injective

Exercice 13
Soit E un ensemble et f une application injective de E dans E, c’est a dire une application vérifiant :

Vai,x0 € E, f(x1) = f(x2) <= 21 = x2.
On définit par récurrence sur n > 1 des applications f" par
=7 fr=fo
ou f o g désigne la fonction composé de g par f définie par
fog(x)=f(g(2))

pour tout x € E et toute application g : E — E.
1. Montrer que pour tout n > 1 'application f™ est injective.

2. Montrer que si f surjective, on a de méme pour tout n > 1 I'application f™ est surjective.



