Algebre-Analyse Mathématiques S1 2006,/2007

TD4 :Relations (Re)/ racines de 'unité/ Arithmétiques

Exercice 1 (Sommes de racines de ’unité)
Soit w = e+ . Calculer les sommes suivantes

1Y ow
2.3 0(1+W)

Exercice 2 (Une appllcatlon des racmes de l’unlte)
Soient z = €7 etu=z+224+24 v=23+2°425.
1. Calculer u+ v et u2

2. En déduire sin <& —|— sin 4¢ —|— sin 87”

Exercice 3 (Encore et toujours)
Résoudre dans C I'équation 2* — (5 — 14i)2? — 2(5i + 12) = 0

Exercice 4 (Moins de 3 lignes de calcul)
Soit m € C. On considére I'équation complexe z? — (2 + im)z — (1 +im) = 0. A quelle condition
sur m, les solutions de I’équation sont deux imaginaires purs conjugués ?

Exercice 5 (Moins de 3 minutes)
Montrer que 2™ < n! pour tout n > 4

Exercice 6 (Divisibilité par 7...)
Montrer que pour tout n > 1,32"*+2 — 2n+1 est divisible par 7.

Exercice 7 (... et par 17)
Montrer que pour tout n > 1,3 x 52"~ 4 2372 est divisible par 17.

Exercice 8 (Equations & partir de racines de 'unité)
Résoudre ces équations dans C. On pourra utiliser la forme trigonométrique des racines de I'unité.

I z+1)"=(z—1".
2. (z+1)"=2"=1.
3.4 -2+ —z24+1=0.

Exercice 9 (Un peu de produit)
Montrer que pour tout n € N*, on aII}_,(n + k) = 2"II}_, (2k — 1).

Exercice 10 (Un vrai exercice pour finir)
Le but de 'exercice est de déterminer I'ensemble £ des applications f : N — N vérifiant :

VneN,(fof)(n) < f(n+1)

1. Soit f € €. Démontrer que pour tout entier p € N, la demi-droite D, = {k € N | k > p} est
stable par f.

2. En déduire que f est strictement croissante et que pour tout entier n € N, f(n) <n + 1.

3. Conclure.



