Algebre-Analyse Mathématiques S1 2006/2007

TDS : Les memes concepts... sur les polynomes

Exercice 1 (...Et encore des Bézout)
Calculer le PGCD et donner une relation de Bézout entre les couples suivants :

(X2 -3X+2,X?4+1) (X2-6X+1,X>4+X+2)
(XP-X?4+2, X'+ X3 -X%46) (X?2-1,X3-1)

Exercice 2 (Les idéaux)
On note I I'idéal de R[X] engendré par les polynomes X2 — 6X + 1 et X3 + X + 2
(ie. I = R[X](X?% - 6X + 1)+ R[X](X3+ X +2)). Montrer que I = R[X].

Exercice 3 (Factorisation dans R...)
Soit le polynome P(X) = X% —5X3+ 13X — 19X + 10 € R[X]. Calculer P(1) et P(2). En
déduire la factorisation de P(X) dans R[X]

Exercice 4 (...dans C...)
Soit P(X) = X* + X? — X? + 6 € C[X]. Calculer P(1 +i). En déduire une factorisation
de P(X) dans C[X]

Exercice 5 (... et dans Q)

Determiner les racines rationnelles de 2X3 — X2 — 13X + 5.

Donner Ia décomposition de X3 4+ 3X — 1 en polynomes irréductibles sur Q[X].

Exercice 6 (Dérivons)
Montrer que a € k est une racine double d’un polynome P si et seulement si P(a) =
P'(a) = 0. Généraliser ce résultat pour les racines n-iémes

Exercice 7 (racines doubles...)

Montrer que le polynome P(X) = 2X? —3X?% + 1 admet une racine double. En déduire Ia
décomposition en produit de polynomes irréductibles dans R[X]

Meme question pour P(X) = X% 4+2X%2 -8X +5

Exercice 8 (...triples)
a et b étant des nombres réels, déterminer tous les polynomes de R[X| de la forme P(X) =
3X5 —10X3 + ax + b ayant un zéro d’ordre de multiplicité égal & 3.

Exercice 9 (... et triples)
Montrer que pour tout n € N, on a (X —1)3 divise n.X"*2? — (n +2) X" + (n +2)X —n.



