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TD3 :Relations/Groupes

Exercice 1
On définit les deux relations suivantes sur I’ensemble des personnes :

a) Une personne x est en relation avec une autre personne y si x et y passent au
moins dix heures par semaine ensemble.

b) x et y sont en relation si x et y passent tout leur temps ensemble.

Ces relations sont-elles des relations d’équivalence ?

Exercice 2
Soit E = {-2,—1,0,1,2,3}, on définit la relation R sur E par

TRy si 22 = y?
a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

b) Determiner la classe d’équivalence de 0.

c) Combien y a-t’il de classes d’équivalences dans E pour la relation R 7

Exercice 3
Soit R la relation définie sur C* par

oz
2RZ si —/€R+*.
2

Montrer que R est une relation d’équivalence et caractériser les classes d’équivalence.

Exercice 4
On définit les deux relations sur R?, < et - par

(z,y) 2 (2,y) siz <2’ ouy <y,

(r,y) (2, y)siz<a' ety <y.
Ces relations sont-elles des relations d’ordre ?
Exercice 5
On munit N* de la relation < définie par

p=qg<sdneN, pt=q.

a) Montrer que < est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?

b) La partie {2,3} est-elle majorée ?
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Exercice 6

Soit n € N*. On définit S,, comme l’ensemble des bijections de {1,...,n} dans
{1,...,n}. On définit la loi o sur &,, par o o 7(x) = o(7(x)). C'est la composée des
deux bijections. Pour visualiser un élément o € G,, on le notera

(ot ot o) )

1 2 3 1 2 3
a) Calculer(2 1 3)0(2 5 1).

b) Montrer que (&, 0) est un groupe.

¢) Montrer que o n’est pas commutative (on pourra se restreindre au cas n = 3).

d) Soitf::(é i i g),g:<; g i ?).Comparer(fog)_let
fltog™

Exercice 7

a) Soit E ={f:C—C|3JaecC,3beC|VzeCC, f(z) = az + b} muni de la
composition. Montrer que c’est un groupe. Ce groupe est-il commutatif ?
b) Qu'en est-il pour E = {f :C —- C|3dac C"3bec C|VzeC, f(2) =az+ b}

muni de la composition ?

Exercice 8
Soit (G, .) un groupe,
i) Montrer que si e et €’ sont des éléments neutres alors e = ¢'.

jU&MQGGJ%:{G - G !D'{g : iw

h o gh’ 9 1 Montrer que ® et ¥

sont des bijections.
iii) Soit R la relation
Ry < dg, Y,(z) =y.

Montrer que c’est une relation d’équivalence.



