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I. Algébres de Lie, Notions Elémentaires (sic)

cadre : sur un corps K.

I[.1. Définitions et exemples

Definition de la notion d’algebre de Lie (AL).
Exemples divers sur les matrices (sla, gl,,, 50, t, (trigonales sup), w, (trig strict sup) ...), AL
de Heisenberg, AL de Weyl.

I[.2. Morphismes et sous-structures

Morphismes, idéaux, sous-AL, AL quotient, noyaux, images, somme directe d’AL.

I.3. Représentations
I.3.a) Geénéralités

Définition d’une représentation (utilisation du terme équivalent g-module).

Exemples : Resprésentations de g abélienne < élément de g*, représentation naturelle de sl,,.
Représentation adjointe. Exemple : sls.

Morphisme de rep, sous-rep, rep quotient, rep irréductible (emploi du terme équivalent simple),
somme directe de rep, rep semisimple, Exemple de rep non-semi-simples.

1.3.b) Représentations de sl

Formules brutes de la représentation de dim r. (avec f(v;) = viy1, e(v;) = pivi—1)

Thm de classification des rep simples de sls.

Annonce de semi-simplicité des rep de dim finie slo. Démo reportée au cas d’'une AL semi-simple
quelconque.

Corollaires (dont Ker(e) C ) ;5 Vi(h), out Vj(h) est 'espace propre de I'action de h associée a
la valeur propre ).

I1.3.c) Drapeaux et Jordan Hdlder

Définitions de drapeaux, drapeaux complets et de suites de Jordan Holder d’une rep (pas de
thm).

I1.4. Nilpotence et Résolubilité

Convention a partir de maintenant : dim g < oo, char K=0 et peu aprés : K = K, dim
de toute rep < oo.

I.4.a) AL Nilpotentes

Definition & partir de la suite centrale descendante.

Equivalences faciles (ex : drapeau d’idéaux tq [g, g;] C gi+1)-

Sous-AL et AL quotient d’'une AL nilpotente également nilpotentes. 3(g) # {0}.

Lemme d’Engel : Si g est une ss-AL de gl(V) dont tous les éléments sont nilpotents alors
Ve:={veV]g-v=1{0}} est non-nul.

Thm d’Engel : Si (V,0) rep de g telle que o(x) nilp pour tout = € g. Alors il existe un drapeau
(Vi)itag- Vi C Vi1

Corollaire : g nilp < adz nilp Vz € g.



I.4.b) AL Resolubles

Def & partir de suite dérivée de g.

g resoluble < a et g/a résolubles.

Lemme de Lie : Si V rep de g et a idéal de g, les a-espaces de poids sont g-stables.

Thm de Lie : Si V rep de g resoluble, alors il existe un drapeau (V;); tq g-V; C V;.

Corollaire : rep simple d’une AL resoluble sont de dim 1, g resoluble < D(g) := [g, g] nilpotente.

I.4.c) Critére de Cartan

Si (V,0) rep de g, definition de 8, : { gxg K

- forme bilinéaire symétrique g
(@,y) — tr(zy) Y

Invariante.

Thm (Critére de Cartan : o(g) res < 5,(D(g),9) = {0} < B,(D(g), D(g)) = {0}.

I.4.d) Radical et Forme de Killing

Def forme de Killing Ly : g x g — K. Si aidéal de g : Ly = (Lg)axa-

Corollaire critére de Cartan : g res < 5,(D(g),9) = {0} < B,(D(g), D(g)) = {0}.
Definition (et existence) du radical d’une algebre de Lie.

Prop : rad g est le plus petit idéal a de g tel que rad(g/a) = {0}.

Lemme : rad g est 'orthogonal de D(g) par rapport a L.

Corollaire : Si a idéal de g alors rada = aNradg.

II. Algebres de Lie semi-simples.

I1.1. Definitions et premiéres propriétés

Definition d’algébre de Lie simple (pas d’idéaux non-triviaux et dimg > 1). Def d’AL semi-
simple via rad g = {0}.

Exemples et contrexemples (sl,, $0,, t,). Démo pour sl repoussée en TD.

Caractérisation des AL semi-simples : g ss < L non-dégénérée < Le seul idéal abélien de g est
{0}.

Corollaires et conséquences : simple = semi-simple, sous-algébres et quotients sont semi-simples.
Prop : équivalence entre g semi-simple et g somme directe de simples.

Représentation adjointe fidéle, centre nul, g = D(g).

I1.2. Semisimplicité des représentations.
II.2.a) Généralités supplémentaires sur les représentations

A priori g n’est pas semi-simple ici

Notations : Homg(V, W) = {morphismes de rep V' — W} ; Endy(V') := Homg(V, V) ; Homg (V, W) :=
{appl K-linéaires V. — W}; glg (V) := Homg (V, V).

On note P un engsemble d’indices en bijection avec les g-modules simples. Si A € P alors V) est

le module simple correspondant.

Lemme de Schur.

Théoréme de Jordan Holder (juste démontré pour les représentations semi-simples avec la for-
mule : multy (Vy) = dimg Homg(V), V') = dimg Homg(V, V))).

Def de la structure de g-module sur Homg (V, W).



Def de dérivation : g — V pour un g-module V. Notation : der(g, V) et dans le cas de la rep
adjointe : der(g). Dérivations intérieures, notation : ider.

I1.2.b) Le cas g semi-simple

Thm (Lemme de Withehead) : der(g, V) = ider(g, V). (démo a base délément de Casimir de la
représentation V).
Thm de Weyl : g semi-simple < Toutes les représentations de g sont semi-simples.

I1.3. Décomposition de Jordan et sous-algébres de Cartan (SAC)
I1.3.a) Decomposition De Jordan

Rappels sur la décomposition de Dunford x = xs+x,, (pour éviter les mélanges, Dunford désigne
le résultat d’algébre linéaire standard tandis que Jordan sera réservé aux AL).

Notations : Si u € K et 2 € gl(V), on note V() (resp. V,,(z)) le sous-espace caractéristique
(resp. propre) de x dans V associé a la valeur propre p. On généralise a V), (a) pour a s.e.v. de
gl(V) (ou de g si V est une rep de g) et u € a*. Ainsi, g (h) et g,(h) sont définis via la rep
adjointe.

Lemme : [g(/\)’g(mu)] - g(>\+ll)7 [g()\)ag(mu)] C I(r+p)-

Décomposition de Jordan pour g € g via (adg(g))s = adg(gs) et (adg(9))n = adg(gn)-

Prop : Si g C gl(V) alors sa dec de Jordan coincide avec sa dec de Dunford (démo en TD).

I1.3.b) Sous-algébres diagonalisables

Def : h C g diagonalisable si tout élément de b est adg-semi-simple.
Lemme : h diag = b abélienne.

Si b diag alors g = > ¢« 8a(h)-

Ligoxgs = {0} si a # —B.

Lig.xg_, non-dégénéreée.

Prop : b diag = ¢4(go(h)) := {z € g|[z, go(h)] = 0} diagonalisable.

I1.3.c) SAC

Prop : h C g diagonalisable maximale< h diagonalisable et h = go(h).
Def : une telle algébre est une sous-algébre de Cartan de g.
Corollaire : Ly, non-dégénérée.

I1.4. Racines
II.4.a) Definitions et premiéres propriétés

Def d’une racine. Ensemble des racines noté A(g, h).

0=08@uen A=A

isomorphisme de Killing. Def de h, via a(-) = L(hg,-). Forme bilinéaire induite sur h* x h*
notée < -, - >.

[gaa gfa] = Khom a(ha) ?é 0.

Def de H, = mhﬂ coracine. Existence d’un sly-triplet (mot non-prononcé) (eq, Ha, fo)-
dim gy = 1. 84 := ga D [8a, 9—a] ® g—q isomorphe & sl.

L(h,h') =3 jena(h)a(h) et < B,y >=>" ca <, ><a,y >.



I1.4.b) «-chaines
Def agy 1= f(Ha) = g<f.a>

<a,a>"
Prop : Va,B € Ajagy € Z; {teZ|B+tac AU{0}} =[-p,q] avec p,g € Net p—q = agq;
B —agaor € Al
Def : Les ag, sont appelés les entiers de Cartan.

Prop : Si a € A alors KeNA = {*a}. Si o, 5,8+ a € A alors [ga, 95] = Ga+5-

II.4.c) Réflexions

Def d’une reflexion dans un e.v. quelconque V via ses espaces propres (1 de mult n —1 et —1 de
mult 1).

Caractérisation par Ja € V,3la¥ € V* tq a”(z) =2 et s = s44v : @ — x — a’(x)a.

Pour les AL, on s’intéresse & V = h* et & s4, 7, pour a € A.

Lemme : sq 1, (A) = A.

I1.4.d) Systéme de racines

Cadre : charK = 0 mais pas nécéssairement K = K. On a un K-e.v. V de dim finie.
Defl d’un systéme de racines A C V rangée par axiomes : (ceux donnés dans le chap 18 de
Tauvel et Yu)

(R1) A fini, engendre V, 0 ¢ A.

(R2) Va € A, Ja¥ € V* tq a¥(a) =2 et sq0v(A) = A.

(R3) : Vo, B € A, Y (B) € Z.

De plus, le systéme est dit réduit si

(R4) : KaNA = {xa}.

Mention (sans démo) du fait que les o" sont uniquement déterminés par (R2).

Thm : A(g,h) est un systéme de racine réduit de h*.

Def2 (alternative) d’un syst de racines dans le cas ou V' est muni d’une forme bilinéaire symétrique
non-dégéneérée (-|-).

(R2’) remplace (R2) oll a est supposé non-isotrope et s, v est remplacé par s,, la reflexion
orthogonale qui envoie a sur —a.

(R3") remplace (R3) ot a¥(3) est remplacé par Ei'@;

Demo de Def2=- Defl. L’autre sens étant ’objet d’un TD.

La defl est annoncée comme étant la seule définition “officielle” & garder en téte.

II.5. Systémes de Racines et algébre de Lie
II.5.a) Exemples

Description du systéme de racine dans les cas o et 3 avec dessin des systémes de racines (I’exis-
tence d'une notion d’angle étant suggérée par la forme bilinéaire de la def2 de systéme de racine).
Dessin des systémes de racine Bg et Go (sans démonstration aucune. Dans I'unique but d’avoir
des exemple & se mettre sous la dent.)

I1.5.b) Invariance de A(g,h)

Def de exp(adx) pour = € g nilpotent.

Lemme : exp(adx) est un automorphisme de g.

Definition du groupe Aut.(g) des automorphismes élémentaires de g.
Prop : 2 SAC sont conjuguées par un élément de Aut.(g).



. fay X X o, Xh — g
Demo repose sur l'étude de f : ! " On
P f { (x1,...,2n,h) +— exp(xy)o---oexp(xy)(h)
montre que sa différentielle est surjective en un point (0,...,0,h) avec h € b4 := b\ ; Kera,.

On admet un lemme de géo alg qui annonce si U est un ouvert non-vide du domaine d’un tel f
alors f(U) contient un ouvert non-vide du codomaine de f.

Definition de systémes de racines isomorphes (existence d’un isomorphisme entre espaces vecto-
riels ambiants qui envoie A sur A’ et qui préserve les entiers de Cartan).

Corollaire de la prop : A(g, h) ne dépend pas de g (& iso pres).

Pour info, énoncé du thm non démontré suivant : 1) (A(g1, bh1) = A(ge, h2)) = (g1 = g2). 2) Si
A est un syst de racines abstrait, il existe g semi-simple tq pour h SAC de g, on ait A = A(g, h).
Conséquence : Bijection entre {syst de racines}/ ~<» {alg de Lie ss de dim finie}/ ~.

I1.5.c) K— Q(—R)

Lemme : Va, 8 € A(g, h), < a, 8 >€ Q.

Lemme : dimg QA = dimg b*.

Def : hg := QA, ho := {z € h|A(z) C Q}.

Corollaire : AY € hg. On a A(g, h) syst de racine de ho = (hg)*. La situation sur K s’obtient
par extension des scalaires de la situation sur Q.

Remarque : On peut aussi étendre les scalaires de Q & R pour se retrouver sur un espace réel
(d’ou des notions de cosinus d’angles entre racines plus clairement envisageables).

Exemple d’application : & partir de « € hg req, 0n pose AT = {a € Ala(z) > 0} et A~ = —AT.
Alors AT est une partie fermée de A et A = AT UA™.

Def : Réseau des racines (noté Q). Réseau des poids entiers (noté P). Si choix A = AT UA :
Ensemble des poids entiers dominants (noté P+).

I1.5.d) Sous-algébres de g liées aux syst de racines

Def : Partie fermée d’un systéme de racine.

Prop : p C g sous-alg de Lie contenant b < IR C A fermé tq p = h @ P c i a-

Exemple/def : Avec un choix A = AT U A~ on définit les sous-algebres de Borel comme
b:=bD P, ca+ ga- Résolubilité de b. Décomposition g =n~ & h @ n't. Illustration via sl.

I1.6. Représentations simples des AL semi-simples
I1.6.a) Algébre enveloppante et PBW

Cadre : g A.L. de dim < oo quelconque sur un corps K quelconque.

Def de U(g) par quotient de Ialgébre tensorielle.

Propriété universelle : si A associative, tout morphisme d’alg de Lie g — A se factorise a travers
un morphisme d’alg assoc U(g) — A.

Equivalence entre représentations de g et de U(g).

Action adjointe de g sur U(g). Filtration de U(g) par les sous-modules U,,.

Algebre symétrique, propriété universelle, action de g sur S(g).

Thm PBW sous la forme : iso de g-modules U,,/U,_1 — S™(g).

Cor : base PBW et injectivité de g < U(g).

Exemples de calculs dans U (sly).



I1.6.b) Modules et poids

Cadre jusqu’a la fin : g semisimple, K = K, carK = 0, dimg < oo, V rep de g.

Lemme : L’action d’un élément semi-simple h € g est diagonalisable si dimV < co.

Def : espace de poids, poids d’une représentation, espaces radiciels (réparation d’un oubli).
Rajout d'un choix de dec A = AT LA~

Prop : Un module V simple de dimension finie a un plus haut poids entier dominant A et
dim V) = 1.

Def : Ordre sur les poids p < A& A — € NAT

Cor : Existence d'une application {g-modules simples de dim < oo}/ ~— P+,

II.6.c) Modules de Verma

Def : Vecteurs primitifs

Prop : Si V' a un vecteur primitif de poids A alors :a) V=3 . V,;b) V, #0 & p < A;c)
dimV,, < oo et dimVy = 1.

Def du module de Verma M (\) := U(g) ® K.

Base de M(A) donnée par U(n~), proprété universelle vis a vis des rep avec vecteur primitif
vecteurs primitifs.

Unicité d’un quotient simple L(\).

Corollaire : si V' simple de dim finie de plus haut poids A alors V' = L(A).

I1.6.d) Modules de Verma de plus haut poids entier dominant

Lemme admis sur les syst de racines : Si A € P, il existe w € W tel que A € PT.

Lemme : Si Vo € A(g, h), V est somme de s, modules simples de dimension finie, alors dim V,,, =
dim V/\.

Prop : VA € P, dim L()\) < oco.

Corollaire : classification des g-modules simples de dim finie.

Points de passages pour la suite sur les systémes de racine :

En gras, ce qui me parait indispensable

Dire ce qu’est une base d’un systéme de racines et montrer les bonnes propriétés
dessus.

Parler de 'angle entre deux racines (par exemple avec les entiers de Cartan agaaas = 4cos?(d, 5 ))-
Faire la classification en dimension 2.

Parler du groupe de Weyl et expliquer ses actions transitives (sur les bases ou les
chambres fondamentale).

Les faire travailler de facon combinatoire sur des exemples de systémes de racines.

C’est a peu prés tout
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