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Exercice 1 (Derniere tentative). Soit g une sous-algebre de Lie de sl(V) et
supposons que V soit un g-module simple.

1. Soit a un idéal résoluble de g. Montrer qu’il existe A € a* tel que V)\(a) #
{0}.

2. En utilisant le lemme de Lie, montrer que V = V) (a).

3. En déduire que g est une algebre de Lie semi-simple.

4. Montrer que sl, est une algebre de Lie semi-simple
Exercice 2. Si g est une algebre de Lie abélienne, identifier U(g).
Exercice 3. On considere 'algebre de Lie g de dimension 2 de base x,y
définie par [z,y] = .

1. Donner une base de U(g)

2. Déterminer quelques multiplications non triviales dans cette base.

3. Comprendre la structure de g-module de U, /U, 1.
Exercice 4. Si g est une algebre de Lie semi-simple de base x1,...,x,.

Soit y1,...,Y, € @ la base duale de z1,...,x, via la forme de Killing (i.e.
L(x;,y;) = 6;;). On définit alors un élément ¢ de Us(g) via

n
C = E TilY;.
1=1

c est appelé un élément de Casimir de g.
1. Expliquer pourquoi l'algebre de Lie g a été supposée semi-simple dans
la définition ci-dessus.
2. Soit z € g. On éerit [z,2;] = 75 \ijzjy et [z,5] = D i, pijy;. En
considérant L([z, x;], y;), montrer que X\;; = fj;.
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3. Montrer que ad(z)(c) = 0.
4. Montrer que ¢ est un élément du centre de I'algebre (associative ou de
Lie) U(g).

Exercice 5. Soit g une algebre de Lie semisimple, h une sous-algebre de
Cartan de g et p une sous-algebre de Lie de g contenant h. Soit R C A(g, b)
la partie fermée définie par

p=bho @ Ya-

On pose S:=RN(—R) et Q:= R\ S.
1. On suppose S # (). Montrer que p n’est pas résoluble.

2. Montrer que (R + Q) N R C @ (indication : on pourra s’appuyer sur
I'égalité —(a+ f) +a =—0.)

3. Montrer que n := P, 9o est un idéal de p.

4. Montrer que s := h ® @, g 9o est une sous-algebre de Lie de p.

5. On considere hy := {z € h|Va € S,a(h) = 0} et b’ := Vect(h,|a € 5).
Montrer que b = ho @ b', que hy = 3(s) et ' = [s,5] N b.

6. Montrer que s’ :=[s,5] = h' @ P, ¢ 0a

7. Montrer que §' est une algebre de Lie semi-simple.
g



