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13 avril 2017, 8h00-10h00, documents interdits

1) Soit f :


R2 → R(
x

y

)
7→ y + exp((x− 1)y)

.

1.1) Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I et une fonction ψ : I → R de
classe C1 tels que 1 ∈ I et ∀x ∈ I, f(x, ψ(x)) = 0.
Solution:

On a:

• f(1,−1) = 0

• f est une fonction de classe C1

• ∂f
∂x
(0,−1)− 1 6= 0

Par le théorème des fonctions implicites, il existe donc des intervalles ouverts I, J et
une fonction ψ : I → J tels que:

• 1 ∈ I

• −1 ∈ J

• (x, y) ∈ I × J et f(x, y) = 0 si et seulement si x ∈ I et y = ψ(x)

• ψ′(x) = − ∂f
∂y

(x,ψ(x))
∂f
∂x

(x,ψ(x))
= 1+(x−1) exp((x−1)ψ(x))

ψ(x) exp((x−1)ψ(x))

1.2) Calculer ψ′(1).
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Solution:
Comme f(1, ψ(1)) = 0, ψ(1) + 1 = 0 et donc ψ(1) = −1.
D’après ce qui précède:

ψ′(1) =
1 + (1− 1) exp((1− 1)ψ(1))

ψ(1) exp((1− 1)ψ(1))
= −1

2) On considère la fonction f :


R2 → R2(
x

y

)
7→

(
y5 + y3 − 2

x5 + x3 + 2x+ y − 1

)
.

2.1) Montrer que f est bijective.

Solution:
Soit (a, b) ∈ R2.
Déterminons le nombre de solution de l’équation f(x, y) = (a, b).
La fonction y 7→ y5 + y3 − 2 est une bijection croissante de R vers R.
Il existe donc un unique ỹ tel que ỹ5 + ỹ3 − 2 = a.
La fonction x 7→ x5 + x3 + 2x+ ỹ − 1 est une bijection croissante de R vers R.
Il existe donc un unique ỹ tel que x̃5 + x̃3 + 2x̃+ ỹ − 1 = b.
On en conclut que (x̃, ỹ) est l’unique solution de f(x, y) = (a, b).
f est donc bien bijective.

2.2) Calculer la jacobienne de f et déterminer l’ensemble sur lequel elle est
inversible.

Solution:

jac(f)(x, y) =

(
0 5y4 + 3y2

5x4 + 3x2 + 2 1

)
Le déterminant de cette matrice est (5y4 + 3y2)(5x4 + 3x3 + 2) et s’annule si et

seulement si y = 0.
La jacobienne est donc inversible sur D = {(x, y) ∈ R2|y 6= 0}.

2.3) En déduire l’ensemble sur lequel f−1 est de classe C1.
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Solution:
Par le théorème d’inversion globale, f : D 7→ f(D) est un difféomorphisme. On

en déduit que f−1 est de classe C1 sur f(D) = {(a, b)|a 6= −2}.
f−1 ne peut être différentiable en (−2, b). Autrement, soit x l’unique elément tel

que b = x5 + x3 + 2x− 2 + 1. On aurait alors:

jac f(x, 0) jac f−1(−2, b) = id

et la matrice de gauche serait donc inversible, ce qui est impossible.
L’ensemble sur lequel f−1 est C1 est donc f(D) = {(a, b)|a 6= −2}.

2.4) Résoudre l’équation f(x, y) = (0, 0). Vérifier que f−1 est de classe C1 en
(0, 0) et calculer d(f−1)(0, 0) · (h, k).

Solution:
Si f(x, y) = (0, 0), alors y5+y3−2 = 0 et donc y = 1. De plus x5+x3+2x+1−1 =

0 et on a donc x = 0.
On en déduit que f−1(0, 0) = (0, 1). f−1 est bien différentiable en (0, 0) car

(0, 0) ∈ f(D).
De plus:

jac f−1(0, 0) = [jac f(0, 1)]−1 =

(
0 8
2 1

)−1
=

(
− 1

16
1
2

1
8

0

)
D’où

d f−1(0, 0) · (h, k) =
(
− 1

16
h+ 1

2
k

1
8
h

)
.

3) Soit S = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 4}. On considère les applications

f :


R3 → Rxy
z

 7→ xyz
et g :


R3 → Rxy
z

 7→ x2 + y2 + z2 − 4
.

3.1) Montrer que l’application f|S («f restreinte à l’ensemble S») admet un
minimum et un maximum.
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Solution:
f est une application continue et S est un compact (car fermé et borné).
f|S est donc bornée et atteint ses bornes.

3.2) Soit (xm, ym, zm) un point où le maximum ou le minimum est atteint.
Montrer dg(xm, ym, zm) est non nul.

Solution:
On a d g(x, y, z) · (h, k, l) = 2xh+ 2yk + 2zl.
Comme (xm, ym, zm) ∈ S, on a (xm, ym, zm) 6= (0, 0, 0) et on a d g(xm, ym, zm) 6= 0.

3.3) Déterminer le minimum et le maximum de f|S.

Solution:
Soit (xm, ym, zm) un point où un extremum est atteint.
f , g sont de classe C1, (d g(xm, ym, zm)) est une famille libre et (xm, ym, zm) est

un extremum de f sur l’ensemble {g = 0}.
On peut donc appliquer le théorème des extremas liés et il existe donc λ ∈ R tel

que:
df(xm, ym, zm) = λdg(xm, ym, zm)

On a alors:


x2m + y2m + z2m = 4

ymzm = 2λxm

xmzm = 2λym

xmym = 2λzm

.

En faisant le produit des trois dernières équations, on obtient:

(xmymzm)
2 − 8λ(xmymzm) = 0

On a donc deux cas:

• Si xmymzm = 0.

On a alors f(xm, ym, zm) = 0

• Si xmymzm 6= 0. Alors ymzm
xmzm

= 2λxm
2λym

et donc x2m = y2m. De même y2m = z2m.

On en déduit que 3x2m = 4 et donc xm ∈ {±2
√
3

3
}.
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De même ym, zm ∈ {±2
√
3

3
}.

On a alors f(xm, ym, zm) ∈ {±(8
√
3

9
)}

On en déduit que f|S admet 8
√
3

9
comme maximum (atteint en ((−1)p, (−1)q, (−1)p+q)2

√
3

3
)

et −8
√
3

9
comme minimum (atteint en ((−1)p, (−1)q, (−1)1+p+q)2

√
3

3
).

4) Soit J : Rn → R une fonction de classe C2.
Soit ∇J(x) = jac(J)(x)T pour x ∈ Rn. On a alors 〈h,∇J(x)〉 = dJ(x) · h.
On suppose que:

d2J(x) · h · h = htHess(J)(x)h > 0 si h 6= 0.

4.1) Montrer que jac(∇J) = Hess(J) est inversible.
Solution:

Hess(J)(x) est symétrique définie positive donc inversible.

4.2) À l’aide de la formule de Taylor avec reste intégral, redémontrer que pour
x, y ∈ Rn tels que x 6= y:

J(x) > J(y) + 〈∇J(y), x− y〉.

Solution:

J(x) = J(y) + dJ(y) · (x− y) +
∫ 1

0

(1− t)d2J(y + t(x− y)) · (x− y) · (x− y)dt

Comme d2 J(y + t(x− y)) · (x− y) · (x− y) > 0, on en déduit que:

J(x) > J(y) + d J(y) · (x− y)

D’où
J(x) > J(y) + 〈∇J(y), x− y〉

4.3) Montrer que ∇J : Rn → Rn est injective. On pourra utiliser le résultat de la
question précédente.
Solution:
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On a, si x 6= y:

J(x) > J(y) + 〈∇J(y), x− y〉, J(y) > J(x) + 〈∇J(x), y − x〉

En sommant ces deux inégalité, on obtient:

J(x) + J(y) > J(y) + J(x) + 〈∇J(y)−∇J(x), x− y〉

et donc:
0 > 〈∇J(y)−∇J(x), x− y〉

on a donc ∇J(y)−∇J(x) 6= 0 si x 6= y et ∇J est bien injective.

4.4) Montrer que ∇J : Rn → ∇J(Rn) est un difféomorphisme.
Solution:
∇J est de classe C1, sa différentielle est inversible et est injective.
Par le théorème d’inversion globale, elle forme donc un difféomorphisme vers son

image.
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