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Ce devoir comptera pour 15% de la note finale. Le partiel, qui aura lieu début novembre, comptera
pour 30% de la note finale. L’examen final comptera quant à lui pour 55% de la note finale.

Pour l’exercice 1, il est recommandé d’utiliser les lemmes du cours. Il n’est pas nécessaire de redé-
montrer ces derniers.

1 Équations d’Euler-Lagrange d’ordre supérieur

1.1) Soit L :

{
[a, b]× R× R× R→ R
(t, x, ẋ, ẍ) 7→ L(t, x, ẋ, ẍ)

une fonction de classe C3. Montrer que de la fonctionnelle

suivante est différentiable et donner sa différentielle :

Φ :

{
C2([a, b],R)→ R
f 7→

∫ b

a
L(t, f(t), f ′(t), f ′′(t))dt

.

(C2([a, b],R) est bien sûr munie de la norme suivante : ‖f‖C2([a,b],R) = max(‖f‖∞, ‖f ′‖∞, ‖f ′′‖∞))
1.2) Soit u de classe C4.
En effectuant des intégrations par parties, mettre la différentielle de Φ sous la forme suivante :

dΦu(v) =

∫ b

a

θ(t)v(t)dt+ [v(t)p1(t) + v′(t)p2(t)]
t=b
t=a

avec θ(t), p1(t), p2(t) des fonctions indépendantes de v.
1.3) Soit f continue telle que pour toute fonction v de classe C2 vérifiant v(a) = v(b) = v′(a) =

v′(b) = 0, on ait
∫ b

a
fv′′ = 0. Montrer que f est affine sur [a, b].

1.4) Soit u de classe C2 telle que pour v de classe C2 et vérifiant v(a) = v(b) = v′(a) = v′(b) = 0,
on ait dΦu(v) = 0. Donner une équation différentielle vérifiée par u.

2 Équations différentielles

On considère l’équation différentielle x′ = g(x) avec g(x) =

{√
x si x ≥ 0

0 si x < 0

2.1) Montrer que x(t) = 0 et y(t) =

{
1
4 t

2 si t ≥ 0

0 sinon
sont toutes deux solutions de l’équation

différentielle et que x(0) = y(0) = 0. Cela contredit-il le théorème de Cauchy-Lipschitz ? Pourquoi ?
2.2) Montrer que les solutions définies sur R de cette équation différentielle sont sous une des 2

formes suivantes :

– x(t) =

{
1
4 (x− C)2 si x ≥ C
0 si x < C

avec C ∈ R

– x(t) = C, avec C ≤ 0

3 Particule dans un double puits de potentiel

On considère le lagrangien suivant :

L(t, φ, φ̇) =
1

2
φ̇2 − (φ2 − 1)2
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3.1) Déterminer les équations d’Hamilton associées. On notera q et p les variables canoniques et H
le Hamiltonien.

Solution :
Le Hamiltonien et les variables canoniques sont données par : H(q, p) = 1

2p
2 + (q2−1)2, q = φ, p = φ̇.

Les équations de Hamilton s’écrivent alors :

q′ = p, p′ = −4q(q2 − 1)

3.2) Dessiner dans le plan
(
q
p

)
les lignes de niveau du Hamiltonien H, c’est à dire les courbes

d’équation H = C.

3.3) Soit t0, q0, p0 ∈ R. Montrer qu’il existe ε > 0 et
(
q
p

)
:]t0 − ε, t0 + ε[→ R2 tel que :

– q(t0) = q0
– p(t0) = p0

–
(
q
p

)
vérifie les équations de Hamilton

3.4) Soit
(
q
p

)
une solution maximale des équations de Hamilton. Montrer que

(
q
p

)
est bornée. En

déduire que
(
q
p

)
est bien définie sur R.

Solution :
Soit (q, p) une solution maximale et I son intervalle de définition. La fonction C(t) = H(q(t), p(t)) est

dérivable et :

C ′(t) =
∂H

∂q
(q(t), p(t))q′(t) +

∂H

∂p
(q(t), p(t))p′(t)

=
∂H

∂q
(q(t), p(t))

∂H

∂p
(q(t), p(t)) +

∂H

∂p
(q(t), p(t))p′(t)(−∂H

∂q
(q(t), p(t))) = 0

Donc C est constante.
Comme (u− 1)2 − u = u2 − 3u+ 1 = (u2 − 3

2 )2 − 5
4 ≥ −

5
4 , on a en remplaçant u par q2.

‖
(
q
p

)
‖2 = q2 + p2 ≤ p2 + (q2 − 1)2 + 5

4 ≤ p
2 + 2(q2 − 1)2 + 5

4 ≤ 2H(q, p) + 5
4

Donc 1 t→
(
q(t)
p(t)

)
est borné en norme par

√
C + 5

4 .

Supposons que la solution ne soit pas définie sur R, alors, d’après le théorème d’explosion, il existe
(tn)n∈N tel que :

– ou bien limn→∞

(
q(tn)
p(tn)

)
soit bien définie, finie et appartenant au bord de R2, qui est vide, ce qui

est impossible.

– ou bien limt→∞

∥∥∥∥(q(tn)
p(tn)

)∥∥∥∥ = +∞, ce qui est exclu, puisque la solution est bornée.

On en déduit que la solution est bien définie sur R.

3.5) Soit
(
q
p

)
une solution maximale des équations de Hamilton telle que H(q(t0), p(t0)) ∈ R+ −

{0, 1}.

1. Cela montre également que lim∥∥∥∥∥
(
q
p

)∥∥∥∥∥→∞
H(q, p) = +∞.
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3.5.1) Montrer qu’il existe t1 tel que p(t1) 6= 0.

Solution :
Supposons que pour tout t ∈ R, p(t) = 0. Alors, p′(t) = 0 et q′(t) = p(t) = 0 et q et p sont constantes.
Or 0 = p′ = −4q(q2 − 1), d’où q ∈ {−1, 0, 1} et donc H(q(t0), p(t0)) ∈ {0, 1}. Ce qui contredit

l’hypothèse.
Donc, il existe t1 tel que p(t1) 6= 0.
3.5.2) Soient a = inf{t ≤ t1|p|[t,t1] 6= 0} et b = sup{t ≥ t1|p|[t1,t] 6= 0}.
Montrer que b− a <∞ et que p(a) = p(b) = 0.

Solution :
On pose C = H(q(t0), p(t0)). On a H(q(t), p(t)) = C et donc : p(t)2 = 2(C − (q2 − 1)2).
D’où : q′(t)dt√

2(C−(q2−1)2)
= ±1

Ce qui donne : ∣∣∣∣∣
∫ b

a

q′(t)√
2(C − (q2 − 1)2)

∣∣∣∣∣ =

∫ b

a

1.

D’où : ∣∣∣∣∣
∫ u2

u1

du√
2(C − (u2 − 1)2)

∣∣∣∣∣ =

∫ b

a

1, u1 = lim
a
q, u2 = lim

b
q.

(q admet une limite finie en a et b car q est monotone et bornée)
On pose g(u) = 2(C − (u2 − 1)2).
Comme lima q

′ = limb q
′ = 0, on a g(u2) = g(u1) = 0.

Comme C /∈ {0, 1}, on en déduit que u1, u2 /∈ {−1, 0, 1}.
Donc g′(u1) 6= 0 et g′(u2) 6= 0.
D’où g(u) ∼u→u1

g′(u1)(u− u1) et g(u) ∼u→u2
g′(u2)(u− u2)

D’où :

1√
2(C − (u2 − 1)2)

= Ou→u1
(

1√
|u− u1|

),
1√

2(C − (u2 − 1)2)
= Ou→u2

(
1√
|u− u2|

)

De plus, 1√
2(C−(u2−1)2)

est continue sur ]u1, u2[. On en conclut que
∣∣∣∣∫ u2

u1

du√
2(C−(u2−1)2)

∣∣∣∣ <∞.

D’où b− a = b− t1 + t1 − a <∞ avec b− t1 > 0 et t1 − a > 0. Donc a, b ∈ R.

3.5.3) Montrer que t 7→
(
q(2a− t)
−p(2a− t)

)
et t 7→

(
q(2b− t)
−p(2b− t)

)
sont solutions des équations de Hamilton.

Solution :
On pose

(
q1(t)
p1(2t)

)
=

(
q(2a− t)
−p(2a− t)

)
et
(
q2(t)
p2(t)

)
=

(
q2(2b− t)
−p2(2b− t)

)
.

On a :

q′1(t) = −q′(2a−t) = −p(2a−t) = p1(t), p′1(t) = −(−p′(2a−t)) = −4q(2a−t)(q(2a−t)2−1) = −4q1(t)(q(t)2−1)

Et de même pour q2 et p2.

3.5.4) En utilisant l’unicité des solutions au problème de Cauchy, montrer que
(
q
p

)
est périodique.

Solution :
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(
q1
p1

)
et
(
q
p

)
sont solutions des équations de Hamilton et

(
q1(a)
p1(a)

)
=

(
q(a)
p(a)

)
=

(
q(a)

0

)
, donc par

unicité des solutions au problème de Cauchy (
(
t,

(
q
p

))
7→
(

p
−4q(q2 − 1)

)
est continue localement

lispchitzienne par rapport à
(
q
p

)
), on a q = q1 et p = p1 sur R ∩ R = R.

En remplaçant a par b, q1 par q2, p1 par p2, on obtient q = q2 et p = p2.
Donc q1 = q2 et p2 = p1. D’où :

q(t) = q1(2a− t) = q2(2a− t) = q(2a− (2b− t)) = q(t+ 2(a− b))

p(t) = p1(2a− t) = p2(2a− t) = p(2a− (2b− t)) = p(t+ 2(a− b))

Donc
(
q
p

)
est 2(b− a)-périodique.

3.6) Soit
(
q
p

)
une solution maximale. Montrer que si

{
q(t0) ∈ {1, 0,−1}
p(t0) = 0

alors q(t) = q(t0) et

p(t) = p(t0) pour tout t ∈ R.

Solution :
On pose q3(t) = q(t0) et p3(t) = p(t0) pour t ∈ R.

(
q
p

)
et
(
q3
p3

)
sont solutions des équations de

Hamilton et
(
q3(t0)
p3(t0)

)
=

(
q(t0)
p(t0)

)
. Donc par unicité au problème de Cauchy (comme dans les questions

précédentes), on a q = q3 et p = p3.
D’où p(t) = p(t0) et p(t) = p(t0) pour tout t.

3.7) Soit
(
q
p

)
une solution maximale des équations de Hamilton telle que H(q(t0), p(t0)) = 1,

q(t0) > 0 et p(t0) ≥ 0.
3.7.1) Montrer qu’il existe a tel que p(a) = 0.
(Dans le cas où p(t0) > 0, on pourra poser a = sup{t ≥ t0|p|[t0,t] 6= 0})

Solution :
Si p(t0) = 0, il n’y a rien à démontrer.
Sinon, on utilise le fait que : q′(t)2 = p(t)2 = 2(H(q, p)− (q2 − 1)2) = 2(1− (q2 − 1)2) = 2q2(2− q2).
q est croissante et bornée et donc converge en a vers l tel que : 2l2(2− l2) = 0. Comme l ≥ q(t0) > 0,

on en déduit l =
√

2.
Pour t ∈]t0, a[ :∫ √2

q(t0)

du√
2u2(
√

2− u)(
√

2 + u)
=

∫ a

t0

q′(t)dt√
2q(t)2(

√
2− q(t))(

√
2 + q(t))

= t0 − a

(car q′(t0) > 0)

Or 1√
2u2(
√
2−u)(

√
2+u)

= O

(
1√√
2−u

)
, et donc t0 − a est fini. Donc p(a) = a.

3.7.2) En déduire que q(2a− t) = q(t) et que p(2a− t) = −p(t).

Solution : La démonstration est identique à celles des questions 3.5.4 et 3.5.5.
3.7.3) Montrer que limt→∞ q(t) = limt→∞ p(t) = 0.

Solution : Soit b = inf{t ≥ t0|p|[t,t0] 6= 0}.
Supposons que b soit fini. Alors p(b) = 0 et donc q(b) = 0 (car H(q(b), p(b)) = (q(b)2 − 1)2 = 1).

Or, d’après la question 3.6,
(
q
p

)
serait constante.
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Donc b = −∞.
Comme q est croissante et bornée, lim−∞ q existe et est finie.
Comme p = q′ est positive, p(t) =

√
2q(t)2(2− q(t)2), et p admet donc une limite en −∞.

Comme
(
q′(t)
p′(t)

)
=

(
p

−4q(t)(q(t)2 − 1)

)
admet une limite en t = −∞. Cette limite doit être nulle,

sinon,
(
q
p

)
ne serait pas borné en −∞.

On en déduit que lim−∞ p = 0 et lim−∞−4q(q2−1) = 0, donc lim−∞ q ∈ {−1, 0, 1}. OrH(lim−∞ q, lim−∞ p) =
0, donc lim−∞ q = 0.

3.7.4) Montrer que limt→−∞ q(t) = limt→−∞ p(t) = 0.

Solution : limt→∞ q(t) = limt→−∞ q(2a− t) = 0 et limt→∞ p(t) = limt→−∞ p(2a− t) = 0.
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Indications pour la première question de l’exercice 1

On utilisera bien sûr le fait que l’application G :

{
C0([a, b],R3)→ R
(f1, f2, f3)→

∫ b

a
L(t, f1(t), f2(t), f3(t))dt

est

différentiable de différentielle :

dG(f1,f2,f3)((h1, h2, h3)) =∫ b

a

∂L

∂x
(t, f1(t), f2(t), f3(t))h1(t) +

∂L

∂ẋ
(t, f1(t), f2(t), f3(t))h2(t) +

∂L

∂ẍ
(t, f1(t), f2(t), f3(t))h3(t)dt (1)

Indication pour la deuxième question de l’exercice 2

On ne demande pas de calculer explicitement les fonctions θ,p1 et p2 mais simplement de montrer
qu’elles existent.

Indications pour la troisième question de l’exercice 1

Soit g tel que g′′ = f .

– Montrer qu’il existe un polynôme P de degré strictement inférieur à 4 tel que :


P ′(a) = g′(a)

P ′(b) = g′(b)

P (a) = g(a)

P (b) = g(b)

(On pourra montrer

{
R3[X]→ R4

Q 7→ (Q(a), Q(b), Q′(a), Q′(b))
est injective )

– Montrer que
∫ b

a
(f − P ′′)2 est nulle.

– En déduire que f est affine.

Indications pour la deuxième question de l’exercice 2

Considérer une solution x définie sur R de l’équation différentielle.
– Montrer que x est croissante.
– En déduire que l’ensemble I sur lequel x est strictement croissante est soit vide, soit un intervalle
de la forme ]a,+∞[.

– Montrer que si I est vide, alors x est constante.
– Dans le cas contraire, montrer que x(a) = 0 et que x(t) = 1

4 (t− a)2 pour t ∈ I. Enfin, montrer que
x(t) est nul pour t négatif.

– Conclure

Solution de la question 2 de l’exercice 3

Code Matlab :

%%% Particule dans un potentiel d’Allen-Cahn
X=ones(201,1)*linspace(-2,2,201);
Y=X’;
H=1/2*(Y.^2)+(X.^2-1).^2;
N=(0:.2:2);
[cs,h]=contour(X,Y,H,N);
clabel(cs,h)
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Indication pour la question 3.5.2

Montrer que sur ]a, b[, q vérifie une équation différentielle de la forme q′ = r(q).
En déduire que

|
∫ b

a

q′(t)

r(q(t))
dt| > b− a

.
En effectuant le changement de variable u = q(t), conclure.

7


