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1 Conduite optimale

On considère une voiture situé en un point x = a au temps t = 0 et qui doit être mené en un point x = b
au temps t = 1. On suppose également que la vitesse est nulle aux temps t = 0 et t = 1.

On souhaite consommer le moins possible d’essence, consommation qui est donnée par:

C(v) =

∫ 1

0

v(t)2 + v′(t)2dt

avec v : [0, 1]→ R la vitesse du véhicule.
Comme le véhicule a parcouru la distance b− a pendant l’intervalle de temps [0, 1], on a:

G(v) =

∫ 1

0

v(t)dt = b− a

Soit γ une solution de ce problème, c’est à dire une fonction C1 telle que:

• γ(0) = γ(1) = 0 et G(γ) = b− a

• Si γ̃ est de classe C1, γ̃(0) = γ̃(1) = 0 et G(γ̃) = b− a, alors C(γ̃) ≥ C(γ).

1.1) Calculer les différentielles de C et G. En déduire que dGγ(γ) 6= 0.

Solution :

dCv(h) = 2

∫ 1

0

vh+ v′h, dGv(h) =

∫ 1

0

h

dGγ(γ) =

∫ 1

0

γ = b− a 6= 0

1.2) On pose λ =
dCγ(γ)
dGγ(γ) . Montrer que pour h de classe C1 tel que h(0) = h(1) = 0, on a

dCγ(h)− λdGγ(h) = 0.
(On pourra considérer r(t) = C

(
γ + t(h− dGγ(h)

dGγ(γ)γ)
)
et montrer que r′(0) = 0)

Solution :
r est différentiable comme composée de fonctions différentiables.
Or, si on pose γ̃ = γ + t(h− dGγ(h)

dGγ(γ)γ), alors γ̃(0) = γ̃(1) = 0 et G(γ̃) = b− a.
Donc r(t) = C(γ̃) ≥ C(γ) = r(0).
r admet un minimum en 0, donc r′(0) = 0.
Or, 0 = r′(0) = dCγ+0(h− dGγ(h)

dGγ(γ)γ) = dCγ(h)− dGγ(h)
dGγ(γ)dCγ(γ) = dCγ(h)− λdGγ(h)

1.3) Montrer que γ est solution de l’équation d’Euler-Lagrange associée au lagrangien L(t, v, v̇) =
v2 + v̇2 − λv.

Écrire cette équation.
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Solution : Pour tout h de classe C1 vérifiant h(0) = h(1) = 0 on a:

dΦγ(h) = dCγ(h)− λdGγ(h) = 0

avec Φ :

{
C1([0, 1],R)→ R
u 7→ C(u)− λG(u) =

∫ 1

0
L(t, u(t), u′(t))

.

Donc, γ vérifie l’équation d’Euler-Lagrange associée à L:

2γ′′ = 2γ − λ

(∂L∂v = 2v − λ et ∂L
∂v̇ = 2v̇)

1.4) Que valent γ(t) et λ?

Solution : On cherche a résoudre le problème


2γ′′ = 2γ − λ
γ(0) = γ(1) = 0∫ 1

0
γ = b− a

.

L’équation caractéristique de l’équation sans second membre est k2 − 1, dont les solutions 1 et −1.
Le second membre est une constante et 0 n’est pas solution de l’équation caractéristique.
Donc, γ est de la forme γ(t) = c1e

t + c2e
−t + c3.

En remplaçant dans l’équation différentielle, on obtient c3 = 1
2λ.

En utilisant γ(0) = c1+c2+λ = γ(1) = c1e+c2e
−1+ 1

2λ = 0, on obtient c1 = λ(e−1−1)
2(e−e−1) et c2 = λ(1−e)

2(e−e−1) .

En utilisant b− a =
∫ 1

0
γ = c1(e− 1) + c2(−e−1 + 1) + 1

2λ, on obtient:

c1 =
b− a
2e− 2

, c2 =
e (b− a)

2 e− 2
, λ =

(b− a) (e+ 1)

e− 1

2 Oscillateur non-linéaire amorti

On considère une particule de masse m > 0 se déplaçant le long de l’axe (O,~e1) et dont les coordonnées

sont données par

x1

0
0

 et attachée à un ressort.

On suppose qu’elle est soumise aux forces suivantes:

• la force de rappel du ressort

−k(x1 + x5
1)

0
0

 avec k > 0.

• une force d’amortissement

−µx′10
0

, avec µ > 0.

On suppose que x1 est C2 sur R+.
2.1) Appliquer la seconde loi de Newton et en déduire une équation sur la dérivée seconde de x1.

Solution : (~p)′ = m

x′′10
0

 =

−k(x1 + x5
1)

0
0

+

−µx′10
0


Donc mx′′1 = −k(x1 + x5

1)− µx′1.
2.2) Calculer la dérivée de E(t) = 1

2mx
′
1(t)2 + k( 1

2x1(t)2 + 1
6x1(t)6).

Solution : E′(t) = x′1(mx′′1 + k(x1 + x5
1)) = −µx′21
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2.3) Montrer que E(t) est décroissante et minorée.

Solution : E′(t) = −µx′21 ≤ 0, donc E est décroissante.
E(t) ≥ 0 donc E est minorée.
2.4) En déduire que pour t positif, x1, x

′
1 sont bornés, et que E(t) converge lorsque t→ +∞.

Solution : Comme |x′1(t)| ≤
√

2E(t)
m ≤

√
2E(0)
m et |x1(t)| ≤

√
2E(t)
k ≤

√
2E(0)
k , x1 et x′1 sont bornés.

Comme E est décroissante et minorée, E converge lorsque t→∞.
2.5) Montrer que E′′(t) est borné pour t positif.

Solution : E′′(t) = −2µx′1(t)x′′1(t) = −2µx′1
−k(x1+x5

1)−µx′1
m .

Comme x1 et x′1 sont bornés, E′′(t) est borné.
2.6) Supposons que E′(t) ne converge pas vers 0. Montrer qu’alors il existe M > 0 et (tn)n∈N tels

que E′(tn) ≤ −M et limn→+∞ tn = +∞.
En utilisant la question précédente, montrer qu’il existe C > 0 tel que E′(t) < −M2 pour t ∈ [tn − C, tn + C].
Montrer que cela contredit le fait que E est minorée.
Conclusion?

Solution :

• Comme E′(t) ne converge pas vers 0, il existe ε > 0 tel que pour tout N , il existe t > N tel que
|E′(t)− 0| ≥ ε.
On pose donc M = ε et tn tel que tn > n et |E′(tn)| ≥M .

Comme E′(tn) ≤ 0, on E′(tn) ≤ −M .

Comme tn ≥ n, limn→∞ tn = +∞.

• Soit α > 0 tel que |E′′(t)| ≤ α.
Soit C = M

2α+1 .

Alors, pour t ∈ [tn − C, tn + C]:

E′(t) ≤ E(tn) + αC ≤ −M + M
2

α
2α+1 < −

M
2

• Soit tφ(n) une suite extraite de tn telle que (tφ(n)) soit croissante et que [tn − C, tn + C] ∩ [tn+1 −
C, tn+1 + C].

Alors E(tφ(n)) ≤ E(0) +
∫ tφ(n)

0
E′(t)dt ≤ E(0)− 2(n−1)CM

2 .

Donc E n’est pas minorée, ce qui contredit E(0) ≥ 0.

On en conclut que E′ converge vers 0.

2.7) Montrer que limt→+∞ x′1(t) = 0.

Solution : Comme limt→+∞E′(t) = 0 et |x′1(t)| ≤
√
|E′(t)|
µ , on a limt→0 x

′
1(t) = 0.

2.8) Montrer qu’il existe (tn)n∈N tel que limn→+∞ x′′1(tn) = 0 et limn→+∞ tn = +∞. En déduire
que limn→+∞ x1(tn) = 0.

Solution :

• Comme x′1 est dérivable, il existe (un)n∈N tel que x′′1(un) =
x′1(tφ(n+1))−x′1(tφ(n))

tφ(n+1)−tφ(n)
.

Or, tφ(n+1) − tφ(n) ≥ 2C. Donc limn→∞ x′′1(un) = 0.

• Comme limn→∞−k(x1(un) + x1(un)5) = limn→∞mx′′1(un) + µx′1(un) = 0 et x1(un) borné, donc
limn→∞ k(x1(un)2 + x1(un)6) = 0. Donc limn→∞ x1(un) = 0.
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2.9) En déduire que limt→+∞E(t) = 0 et que limt→+∞ x1(t) = 0.

Solution : On a évidemment limn→∞E(un) = 0. Or, limn→∞E(un) = limt→∞E(t) (car limn→∞ un =
+∞).

D’où limt→∞E(t) = 0.

3 Chute

On considère une particule de masse m se déplaçant le long de l’axe (O,~e1) et dont les coordonnées sont

données par

x1

0
0

.

On suppose qu’elle est soumise aux forces suivantes:

• la gravité

−C x1

|x1|3

0
0

 avec C > 0.

• une force

f0
0

.

3.1) Appliquer la seconde loi de Newton et en déduire une équation sur la dérivée seconde de x1.

Solution :
mx′′1 = −C x1

|x1|3
+ f

3.2) Calculer la dérivée de E(t) = 1
2mx

′
1(t)2 − C

|x1(t)| .

Solution : E(t) = 1
2mx

′
1(t)2 − Cx1

|x1(t)|
1
x1

E′(t) = mx′1x
′′
1 + x′1

Cx1

|x1(t)|
1
x2
1

= x′1(mx′′1 + Cx1

|x1(t)|3 ) = fx′1
3.3) On suppose que x1 est bien défini sur un intervalle de temps I et que x1 6= 0 sur I.

On suppose que 0 ∈ I, que f est une constante et que

{
x1(0) = r

x′1(0) = s
.

En utilisant E(t), donner une expression reliant x1(t) et x′1(t).

Solution : 1
2mx

′
1(t)2 − C

|x1(t)| −
1
2ms

2 + C
r = E(t)− E(0) = f(x1(t)− r)

4 Fusée

On considère un milieu continu unidimensionnel décrit par:

• x :

{
R× R→ R
(t,X)→ x(t,X)

une fonction continue.

• une distribution de masse linéique uniforme 1 sur le segment [0, L].

On suppose qu’au temps t = 0, ∂x∂t = 0.
On suppose qu’il existe g : R+ →]0, L] et v : R+ → R de classe C1 tels que:

• g(0) = L.

• g est décroissante.
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• x est C1 sur R+ × [0, L]− {(t, g(t)), t ∈ R+}, et sa dérivée est bornée.

• limX→g(t),X<g(t)
∂x
∂t (t,X)− limX→g(t),X>g(t)

∂x
∂t (t,X) = ve ∈ R.

• Si X > g(t), ∂
2x
∂t2 (t,X) = 0

• Si X < g(t), ∂x∂t (t,X) = v(t)

La quantité de mouvement de ce milieu continu s’écrit p(t) =
∫ L

0
∂x
∂t (t,X)dX.

4.1) On suppose que le système est isolé (aucune force ne s’applique sur ce système). Que peut-on
dire de la quantité de mouvement?

Solution : D’après la deuxième loi de Newton, la dérivee de la quantité de mouvement est nulle
(autrement dit la quantité de mouvement est constante).

4.2) On pose r(t) =
∫ g(t)

0
∂x
∂t (t,X)dX et s(t) =

∫ L
g(t)

∂x
∂t (t,X)dX. Montrer que r et s sont dérivables.

• r′(t) = v(t)g′(t) + v′(t)g(t)

• s′(t) = (ve − v(t))g′(t)

Pour la deuxième égalité, on pourra démontrer que s(t+h)−s(t)
h = 1

h

∫ g(t)
g(t+h)

∂x
∂t (t+h,X)dX pour h ≥ 0.

Solution :

• On a r(t) =
∫ g(t)

0
v(t)dt = g(t)v(t), car ∂x

∂t (t,X) = v(t) si X < g(t).

Comme g et v sont dérivables, on en déduit que r l’est aussi et que:

r′(t) = v(t)g′(t) + v′(t)g(t).

• Étudions maintenant la fonction s.

On a ∂x
∂t (t,X) = ∂x

∂t (max(t, t + h), X) pour X > min(g(t), g(t + h)) car ∂2x
∂t (t,X) = 0 pour X ∈

[g(t), g(t+ h)].

En utilisant
∫ g(t)
g(t+h)

=
∫ L
g(t+h)

−
∫ L
g(t)

, on obtient alors:

s(t+ h)− s(t)
h

=
1

h

∫ g(t)

g(t+h)

∂x

∂t
(max(t, t+ h), X)dX

– Si g′(t) = 0, alors, s(t+h)−s(t)
h = O(g′(t) suph∈[t−h0,t+h0],X∈[0,L](

∂x
∂t (t + h,X))) = o(1). Donc

s′(t) = 0 = (ve − v(t))g′(t).

– Si g′(t) 6= 0, alors il existe h0 > 0 tel que g′ 6= 0 sur [t−h0, t+h0]. De plus, on a: s(t+h)−s(t)
h =

1
h

∫ g(t)
g(t+h)

∂x
∂t (t+ h0, X)dX.

Comme limX→g(t),X>g(t)
∂x
∂t = −ve + limX→g(t),X<g(t)

∂x
∂t = −ve + v(t), et que ∂x

∂t est continu
en (t+ h0, g(t)) (car g(t+ h0) < g(t)), on en déduit que:

∂x

∂t
(t+ h0, g(t)) = v(t)− ve

On fait le changement de variable X = g(τ), avec τ ∈]t, t + h[, ce qui est possible car g′ 6= 0
sur [g(t), g(t+ h)] pour |h| < h0, et on obtient:

s(t+ h)− s(t) =

∫ t

t+h

∂x

∂t
(t+ h0, g(τ)g′(τ))dτ = −

∫ t+h

t

(v(τ)− ve)g′(τ)dτ

5



Comme τ → −(v(τ) − ve)g′(τ) est continue, on en déduit que s est une primitive de τ →
−(v(τ)− ve)g′(τ) pour τ ∈ [t− h0, t+ h0], c’est-à-dire que:

s′(t) = (ve − v(t))g′(t)

4.3) Montrer que g(t) = Le−
v(t)
ve .

Solution : p′ = (r + s)′ = 0
Donc v′(t)g(t) + veg

′(t) = 0.
g est donc solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont la solution est donnée par:

g(t) = g(0)e−
∫ t
0
v′(u)
ve

du = Le−
v(t)
ve

5 Solide en dimension 2

Soient X,Y, fx, fy des fonctions de classe C1 définies sur R à valeurs dans R.
On considère le lagrangien suivant:

L(t, x, y, θ, ẋ, ẏ, θ̇) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
Iθ̇2 −

〈(
x+X(t) cos(θ)− Y (t) sin(θ)
y +X(t) sin(θ) + Y (t) cos(θ)

)
,

(
fx(t)
fy(t)

)〉
.

5.1) Écrire les équations d’Euler-Lagrange associées à ce lagrangien.
Solution :
∂L
∂x (t, x, y, θ) = −fx(t), ∂L

∂y (t, x, y, θ) = −fy(t), ∂L
∂θ (t, x, y, θ) = −

〈(
−X(t) sin(θ)− Y (t) cos(θ)

X(t) cos(θ)− Y (t) sin(θ)

)
,

(
fx(t)

fy(t)

)〉
∂L
∂ẋ (t, x, y, θ) = mẋ, ∂L

∂ẏ (t, x, y, θ) = mẏ, ∂L
∂θ̇

(t, x, y, θ) = Iθ̇

Les équation d’Euler-Lagrange s’écrivent:
mx′′(t) = −fx(t), my′′(t) = −fy(t)

Iθ′′(t) = −

〈(
−X(t) sin(θ)− Y (t) cos(θ)

X(t) cos(θ)− Y (t) sin(θ)

)
,

(
fx(t)

fy(t)

)〉
.

5.2) Donner les équations de Hamilton associées à ce problème. On précisera le passage entre les
variables ẋ, ẏ, θ̇ vers les variables canoniques ainsi que le Hamiltonien.

Solution : Les variables canoniques sont données par:{
qx = x, qy = y, qθ = θ

px = mẋ, py = mẏ, pθ = Iθ̇.

Le Hamiltonien est donné par: H(t, qx, qy, qθ, px, py, pθ) = px
px
m+py

py
m+pθ

pθ
m−L(t, qx, qy, qθ,

px
m ,

py
m ,

pθ
I ) =

p2x
2m +

p2y
2m +

p2θ
2I +

〈(
qx +X(t) cos(qθ)− Y (t) sin(qθ)
qy +X(t) sin(qθ) + Y (t) cos(qθ)

)
,

(
fx(t)
fy(t)

)〉
.

6 Énergie cinétique du solide en dimension n

On considère un objet de dimension n décrit par:

• Une distribution de masse de référence µ : Ω → R, avec µ continue sur Ω̄ et Ω ouvert borné, telle
que

∫
Ω
µ( ~X) ~Xd ~X = 0.
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• Une description lagrangienne ~x :

{
R× Rn → Rn

(t, ~X) 7→ ~xG(t) +M(t) ~X
, avec ~xG : R → Rn et M : R →

SO(n) des fonctions de classe C1. (SO(n) designe l’ensemble des matrices N telles que NNT = Id
et det(N) = 1).

Soient Ec(t) = 1
2

∫
Ω

∥∥∥∂~x∂t (t, ~X)
∥∥∥2

µ( ~X)d ~X l’enérgie cinétique et A(t) = MT (t)M ′(t)MT (t)M(t).
6.1) Montrer que A(t) est une matrice antisymétrique.

Solution : A(t) = MT (t)M ′(t)(MT (t)M(t)) = MT (t)M ′(t).
Comme M(t)TM(t) = Id, on a, en dérivant:

M ′(t)TM(t) +M(t)TM ′(t) = 0

Ce qui s’écrit aussi:
(M(t)TM ′(t))T +M(t)TM ′(t) = A(t)T +A(t) = 0.

Donc A(t) est bien antisymétrique.
6.2) Montrer que Ec(t) = 1

2m‖~x
′
G(t)‖2 + 1

2

∫
Ω

〈
A(t) ~X,A(t) ~X

〉
µ( ~X)d ~X.

Solution :
Ec(t) =

∫
Ω

µ( ~X)〈~xG(t) +M(t) ~X, ~xG(t) +M(t) ~X〉d ~X

Ec(t) =
1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈~xG(t), ~xG(t)〉d ~X +

∫
Ω

µ( ~X)〈~xG(t),M ′(t) ~X〉d ~X +
1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈M ′(t) ~X,M ′(t) ~X〉d ~X

Ec(t) =
1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈~xG(t), ~xG(t)〉d ~X +

∫
Ω

µ( ~X)〈~xG(t),M ′(t) ~X〉d ~X +
1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈M ′(t) ~X,M ′(t) ~X〉d ~X

Ec(t) =
1

2

∫
Ω

µ( ~X)d ~X‖~xG(t)‖2 + 〈~xG(t),M ′(t)

∫
Ω

µ( ~X) ~Xd ~X〉+
1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈M ′(t) ~X,M ′(t) ~X〉d ~X

Comme

• m =
∫

Ω
µ( ~X)d ~X,

•
∫

Ω
µ( ~X) ~XdX = 0

• pour ~Y , ~Z ∈ Rn, 〈~Y , ~Z〉 = 〈M(t)T ~Y ,M(t)T ~Z〉,

on en déduit que:

Ec(t) =
1

2
m‖~xG(t)‖2 +

1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈M(t)TM ′(t) ~X,M(t)TM ′(t) ~X〉d ~X

Ec(t) =
1

2
m‖~xG(t)‖2 +

1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈A(t) ~X,A(t) ~X〉d ~X

6.3) Montrer qu’il existe αijkl ∈ Rn4

tel que Ec(t) = 1
2m‖~x

′
G‖2 + 1

2

∑
i,j,k,l αijklAij(t)Akl(t).

Solution : On pose:

αijkl =

∫
Ω

µ( ~X)〈Eij ~X,Ekl ~X〉 = δik

∫
Ω

µ( ~X)xjxld ~X
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avec Eij la matrice dont les coefficients sont nuls à l’exception de celui situé sur la i-ème ligne et la

j-ème colonne qui est égal à un et x1, . . . , xn les coordonnées de ~X =


x1

x2

...
xn

.

6.4) Montrer que l’on peut choisir αijkl de telle sorte que αijkl = αklij .

Solution : Avec le choix fait à la question précédente, il est clair que αijkl = αklij .
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