Université Jean Monnet Corrigé de ’examen 21 décembre 2012
Licence de mathématiques
Meécanique

e Durée de I’épreuve: 3 heures (début 8h30, fin 11h30, tiers-temps 12h30)
e Tous les documents sont autorisés.

e Il est permis (et conseillé) d’utiliser les questions précédentes, méme si elles n’ont pas été traitées.

1 Conduite optimale

On considére une voiture situé en un point x = a au temps t = 0 et qui doit étre mené en un point x = b
au temps t = 1. On suppose également que la vitesse est nulle aux temps t =0 et ¢t = 1.
On souhaite consommer le moins possible d’essence, consommation qui est donnée par:

Clv) = /O o(t)? + o/ (1)2dt

avec v : [0,1] — R la vitesse du véhicule.
Comme le véhicule a parcouru la distance b — a pendant 'intervalle de temps [0, 1], on a:

G(v):/olv(t)dt:b—a

Soit v une solution de ce probléme, c’est & dire une fonction C'! telle que:

¢ 1(0)=~(1)=0et G(y) =b—a

e Si ¥ est de classe C1, 7(0) = 4(1) = 0 et G(7) = b — a, alors C(7) > C(y).
1.1) Calculer les différentielles de C' et G. En déduire que dG, () # 0.

Solution :

1 1
de(h):Q/ vh +v'h, dGU(h):/ h
0 0

1
16,0 = [ =b=aro

1.2) On pose A = %. Montrer que pour h de classe C* tel que h(0) = h(1) = 0, on a
dCy(h) — XdG,(h) = 0.
4G (h)

(On pourra considérer r(t) = C (7 +t(h— ) ’y)) et montrer que r’(0) = 0)

Solution :
r est différentiable comme composée de fonctions différentiables.
Or, si on pose ¥ =y + t(h — ig”g:gv), alors #(0) =4(1) =0et G(7) =b—a.
Done r(t) = C(3) = C(7) = r(0).
r admet un minimum en 0, donc '(0) = 0.

dG,(h) \ _ dG.(h _
Or, 0 =1/(0) = dC4po(h — §e2(37) = dCy(h) — SedCy (v) = dC,(h) — AdG.(h)

1.3) Montrer que v est solution de I’équation d’Euler-Lagrange associée au lagrangien L(t,v,v) =
2, -2
v° 407 — .
Ecrire cette équation.




Solution : Pour tout h de classe C! vérifiant h(0) = h(1) = 0 on a:

d®., (k) = dC,(h) — AdG- (k) = 0

{cm 1],R) - R
avec O : 1
u— Cu) — MG (u) = [; L(t,u(t), ' (t))

Donc, v vérifie 'équation d’Euler-Lagrange associée a L:

29" =2y -\
(% =20 — \et 2L = 29)
1.4) Que valent v(t) et A?
29" =2y — A
Solution : On cherche a résoudre le probléme < v(0) = (1) =0
1
Joy=0b-a

L’équation caractéristique de I’équation sans second membre est k2 — 1, dont les solutions 1 et —1.
Le second membre est une constante et 0 n’est pas solution de I’équation caractéristique.

Donc, v est de la forme v(t) = cie! + coe™t + c3.

En remplacant dans ’équation différentielle, on obtient c3 = %/\.

En utilisant v(0) = ¢c1+co+A =~(1) = cleJche*lJr%)\ =0, on obtient ¢; =

En utilisant b —a = fol v =rci(e—1)+ca(—e ' +1) 4+ L\, on obtient:

Ae t-1)
2(e—e—1)

A(1—e)

et co = e—e 1

b—a _e(b—a))\ (b—a)(e+1)

T 22?7 9.-2" e—1

C1

2 Oscillateur non-linéaire amorti

On cousidére une particule de masse m > 0 se déplacant le long de I'axe (O, €7) et dont les coordonnées

€1
sont données par | 0 | et attachée & un ressort.
0
On suppose qu’elle est soumise aux forces suivantes:
—k(xy +23)
e la force de rappel du ressort 0 avec k > 0.
0
— iy
e une force d’amortissement 0 , avec p > 0.
0

On suppose que z; est C? sur RT.
2.1) Appliquer la seconde loi de Newton et en déduire une équation sur la dérivée seconde de ;.

A R "
Solution : (p)) =m | 0 | = 0 + 0
0 0 0
Donc mz! = —k(z1 + %) — px}.

2.2) Calculer la dérivée de E(t) = gma)(t)? + k(321 (t)* + $21(¢)5).

Solution : E'(t) = 2} (ma + k(z1 + 23)) = —pxf?



2.3) Montrer que E(t) est décroissante et minorée.

Solution : E'(t) = —uz? <0, donc F est décroissante.
E(t) > 0 donc E est minorée.
2.4) En déduire que pour t positif, x1, 2} sont bornés, et que E(t) converge lorsque t — +o0.

Solution : Comme |z} (t)] < \/%(t) <4/ %(0) et |z1(t)| <4/ %(t) </ %(0), x1 et ) sont bornés.

Comme F est décroissante et minorée, E converge lorsque t — co.
2.5) Montrer que E”(t) est borné pour ¢ positif.

Solution : E”(t) = —2uz! (t)z/(t) = 72;130'1%%.
Comme z; et x} sont bornés, E”(t) est borneé.
2.6) Supposons que E’(t) ne converge pas vers 0. Montrer qu’alors il existe M > 0 et (t,)nen tels
que E'(t,) < =M et lim,, oo t, = +00.
En utilisant la question précédente, montrer qu’il existe C' > 0 tel que E’(t) < —% pourt € [t, — C,t, + C].
Montrer que cela contredit le fait que E est minorée.
Conclusion?

Solution :
e Comme F’(t) ne converge pas vers 0, il existe £ > 0 tel que pour tout N, il existe ¢ > N tel que
|E'(t) — 0| > e.
On pose donec M = ¢ et t,, tel que t,, > n et |E'(t,)| > M.
Comme E’(t,) <0, on E'(t,) < —M.

Comme t,, > n, lim,_,s t, = +00.

e Soit @ > 0 tel que |E”(¢)] < a.

Soit C' = Q(ﬁr

Alors, pour ¢t € [t, — C,t, + C]:

E'(t) < E(ty) +oC < —M + 4 525 < -4

e Soit t4(,) une suite extraite de 2, telle que (f4(y,)) soit croissante et que [t, — C,t, + C] N [t,41 —
C, tny1 + C]
Alors E(tgm) < E(0) + [/*™ E'(t)dt < E(0) — 2=1CM
Donc FE n’est pas minorée, ce qui contredit F(0) > 0.

On en conclut que E’ converge vers 0.
2.7) Montrer que lim;_, ;o 2} (t) = 0.

Solution : Comme lim;_, 1, F'(t) =0 et |2} (t)] < \/w, on a lim_,o 2 (¢t) = 0.

2.8) Montrer qu'il existe (¢,)nen tel que lim, 4o Y (¢,) = 0 et lim, 4ot = +00. En déduire
que lim,, 4 z1(t,) = 0.

Solution :

I,l (td)(n+1) ) _m,1 (t¢(n))
to(nt+1) ~to(n)

e Comme 2} est dérivable, il existe (un)nen tel que 27 (u,) =
Or, tg(nt1) — tgn) = 2C. Donc limy, o0 27 (un) = 0.

e Comme lim,, oo —k(z1(un) + 71 (un)®) = lim, oo may (uy,) + pz’(u,) = 0 et xq(u,) borné, donc
lim,, o0 k(21 (up)? + 21 (uy,)®) = 0. Donc lim,, o0 1 (u,) = 0.



2.9) En déduire que lim;_, ;o E(t) = 0 et que limy—, o 21(¢) = 0.

Solution : On a évidemment lim,, o, F(uy,) = 0. Or, lim,, o0 E(uy) = limy_,o0 E(t) (car limy, o0 uy, =
+00).
D’out limy—, o E(t) = 0.

3 Chute
On considére une particule de masse m se déplagant le long de 1’axe (O, €1) et dont les coordonnées sont
1
données par | 0
0
On suppose qu’elle est soumise aux forces suivantes:
_C ‘;11‘3
e la gravité 0 avec C > 0.
0
f
e une force | 0
0

3.1) Appliquer la seconde loi de Newton et en déduire une équation sur la dérivée seconde de zy.

Solution :
xy

|21

3.2) Calculer la dérivée de E(t) = $ma)(t)? — %

mz] = —-C E +f

Solution : E(t) = mz} ()% — \£%2)| i

/ _ YW/ ;y Cxy 1 _ " Cxq _ /
E'(t) = mahat + iy o7 = ti(mad + @E) = fo

3.3) On suppose que 27 est bien défini sur un intervalle de temps I et que x1 # 0 sur 1.
z1(0) =r

21(0) =s

En utilisant E(t), donner une expression reliant z1(t) et z}(t).

On suppose que 0 € I, que f est une constante et que

Solution : $ma)(t)? — ﬁ —Ims?+ € = E(t) — E(0) = f(z1(t) — )

4 Fusée

On considére un milieu continu unidimensionnel décrit par:

une fonction continue.

RxR—=R
t,X) = z(t,X)

e une distribution de masse linéique uniforme 1 sur le segment [0, L].

On suppose qu’au temps t = 0, % =0.
On suppose qu’il existe g : R* —]0, L] et v : RT — R de classe C* tels que:

e g(0)=L.

e ¢ est décroissante.



o xest O sur RT x [0, L] — {(t,g(t)),t € RT}, et sa dérivée est bornée.
o limxg00), x<g(t) Z2(t, X) — Bmxg0), x> 000) 22(t, X) = v € R.

o Si X >g(t), Z£(t,X) =0

o Si X < g(t), 2t X) = v(t)

La quantité de mouvement de ce milieu continu s’écrit p(t) = OL 92 (¢, X)dX.

4.1) On suppose que le systéme est isolé (aucune force ne s’applique sur ce systéme). Que peut-on
dire de la quantité de mouvement?

Solution : D’aprés la deuxiéme loi de Newton, la dérivee de la quantité de mouvement est nulle
(autrement dit la quantite de mouvement est constante).

4.2) Onpose r(t) = [/ 9(t) 92(¢, X)dX et s(t) = fL(t) 92 (¢, X)dX. Montrer que r et s sont dérivables.
o r(t) =w(t)g'(t) +v'(t)g(t)
o s'(t) = (ve —v(t))g'(t)

USRI ) t+h
Pour la deuxiéme égalité, on pourra démontrer que w

~h fgt+h) St (t+h, X)dX pour h > 0.
Solution :

o Onar(t)= [JU o(t)dt = g(t)v(t), car 2(t, X) = v(t) si X < g(1).

Comme g et v sont dérivables, on en déduit que r I'est aussi et que:
r'(t) = v(t)g'(t) + V' (t)g(t).

e Etudions maintenant la fonction s.

On a 8"” P, X) = (max(t t+ h),X) pour X > min(g(t),g(t + h)) car %(t,X) =0 pour X €
[g(t ),g(t + h).

9(t) L L .
En utilisant [7 o(trh) = fngo - fg(t), on obtient alors:

s(t+h)—s(t) 1 [90
h B h/

a—x(max(t, t+h), X)dX
(t+h)

— Si g'(t) = 0, alors, w = 0(g'(t) SuPhe[t—ho,t+h0],Xe[0,L](%(t +h, X))) = o(1). Donc
s'(t) = 0= (ve —v(t))g'(?).
— Sig¢'(t) # 0, alors il existe hg > 0 tel que ¢’ # 0 sur [t — ho, t+ hg]. De plus, on a: w =
t
Lo Gt + ho, X)dX.

Comme limx _,q(¢), x> g(¢) % = =V + limx_g4) x<g(t) % = —v. +0v(t), et que 7 est continu
en (t + ho,g(t)) (car g(t + ho) < g(t)), on en déduit que:

ox

92t + ho (1) = (t) — ve

On fait le changement de variable X = g(7), avec 7 €]t,t + h[, ce qui est possible car ¢’ # 0
sur [g(t), g(t + h)] pour |h| < hg, et on obtient:

t

xr t+h
st —st) = [ 2+ ho,g(r)g(m)dr = — / (v(r) — ve)g/(r)dr

v+n OF



Comme 7 — —(v(7) — v.)g'(T) est continue, on en déduit que s est une primitive de 7 —
—(v(T) —ve)g' () pour T € [t — ho,t + hgl, ¢’est-a-dire que:

s'(t) = (ve — v(t))g'(t)

v(t)
4.3) Montrer que g(t) = Le™ e

Solution : p' = (r+s)' =0
Donc v'(t)g(t) + veg'(¢t) = 0.
g est donc solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont la solution est donnée par:
tw v (t)

g(t) = g(0)e o S _ o=t

5 Solide en dimension 2

Soient X,Y, f., f, des fonctions de classe C! définies sur R & valeurs dans R.
On considére le lagrangien suivant:

N S . 1 . x + X (t) cos(f) — Y (t)sin(h) fz(t)
Lt w9, 0,8,3,0) = (@ + %) + 5 10° - < <y X (t) sin(6) + Y (1) cos(e)) : < )> '

5.1) Ecrire les équations d’Euler-Lagrange associées a ce lagrangien.
Solution :

_ OL (4 o _ oL (4 4 . —X(t)sin(f) — Y (t) cos(6) fa(2)
srb@yf) ==L, Flaw0)=—h. Ftv.0)= <<X@aﬂ®—Y®$m®>’<h®>>
%(tx,y,@) = mi, g—s(t,m,yﬁ) = my, %(t,x,y,@) =10

Les équation d’Euler-Lagrange s’écrivent:

ma’ (t) = = fu(t), my"(£) = —f, (1)
m%ﬂ:_<<xmammyawwwv (ﬁ@v>
X (t)cos(#) — Y (t)sin(d) |’ fy(t)

5.2) Donner les équations de Hamilton associées a ce probléme. On précisera le passage entre les
variables &, 1, 0 vers les variables canoniques ainsi que le Hamiltonien.

Solution : Les variables canoniques sont données par:
G =12T, Qy=Y, qo=10
Dz :mi'v Dy :mya Do =16.

Py

Le Hamiltonien est donné par: H(t, gz, 4y, 4o, Pz, Py, o) w4 pg B —L(t, 4z, 4y, go, B2, 2L B2 ) =

= paBirtp
B g e (1 XOotan - v(Osnla) ()

6 Energie cinétique du solide en dimension n

On considére un objet de dimension n décrit par:

e Une distribution de masse de référence p1 : 2 — R, avec p continue sur Q et Q ouvert borné, telle
que [, (X )XdX = 0.



R x R" - R"

(t, X) — Zg(t) + M(t)X
SO(n) des fonctions de classe C'. (SO(n) designe I’ensemble des matrices N telles que NNT = Id
et det(N) =1).

e Une description lagrangienne ¥ : ,avec g - R - R" et M : R —

Soient E.(t) = 3 [, ’ 95 (¢ X) H X)dX Denérgic cinétique et A(t) = MT (&) M’ (£)MT ()M (t).

6.1) Montrer que A(t) est une matrice antisymétrique.

Solution : A(t) = MT(t)M'(t)(MT(t)M(t)) = MT (t)M'(t).
Comme M (t)TM(t) = 1d, on a, en dérivant:

M ®TMt)+ME)TM (t) =0

Ce qui s’écrit aussi:
(MM )T+ ME)TM'(t) = AT + A(t) = 0.

Donc A(t) est bien antisymétrique.

6.2) Montrer que E.(t) = sml|@(®)* + } [, (A1) X, A X ) u(X)dX.

Solution :

Comme

o m = [,uX X)dX,

o [,u(X)XdX =0

e pour Y, Z e R", (Y, Z) = (M®t)TY,M(t)TZ),

on en déduit que:

E.(t) = %mufg(t)n? + %/Qu(f)(M(t)TM’(t))f,M(t)TM’(t))Z)d)f
Bult) = gmlic ) + 5 [ n(E)A0F,ABD)T

6.3) Montrer qu’il existe a;jx € R™ tel que E.(t) = sm| %2+ 1Y, ke Ceigkt Aig (0) Ara (1)
Solution : On pose:

Qijkl :/H(X)<Ein,Ele> :&'k/ w(X)ajxdX
Q Q



avec F;; la matrice dont les coefficients sont nuls & I’exception de celui situé sur la i-éme ligne et la
L1

S T2
j-éme colonne qui est égal & un et z1,...,x, les coordonnées de X =

Tn
6.4) Montrer que 'on peut choisir a;jx; de telle sorte que ajr = aukiij-

Solution : Avec le choix fait & la question précédente, il est clair que ay;x = apj.



