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1 Rappels

Définition 1 Une application f est dite différentiable en x si il existe une application linéaire
dfs telle que f(x + h) — f(x) = dfs(h) + o(|[2]]).

Définition 2 Soient E, F' des espaces de Banach. Soit €2 un ouvert de E. On dit que f : 2 — F
Q— L(EF)
x — df,

est de classe C' si f est différentiable et si U'application df : { est continue.

Proposition 3 Soit Q un ouvert de R". Soit f : Q0 — RF telle que % (dérivée par rapport a
la i-éme variable) existe et soit continue pour chaque i.
Alors la f est de classe C' et :

La matrice de d f,,

.....

i) i) )
(Tgi(xl,...,xn) a_gg;(xh“"x") %(wl,...,xn»

Définition 4 Soient E, F des espaces de Banach. Soit U un ouvert de E et V' un ouvert de
F. On dit que f: U — V est un difféomorphisme si f est bijective et si f et f~* sont de classe
CL.

Théoréme 5 (Inversion locale) Soient E, F' des espaces de Banach. Soit 2 un ouvert de E.
Soit f : Q — F une fonction de classe C'. Soit xg € Q tel que df,, soit inversible alors il existe

< U—V
U ouvert inclus dans €2 et V' ouvert de F tel que f : f(2) soit un difféeomorphisme.
x— f(x

De plus : .
d(f_l)y = (dff—l(y))_l

Théoréme 6 (Inversion globale) Soient E, F' des espaces de Banach. Soit U un ouvert de
E etV un sous-ensemble de F. Soit f : U — V une fonction bijective de classe C* telle que
qu’en tout point, sa différentielle est inversible. Alors f est un difféeomorphisme et V est un
ouvert.



Définition 7 (Produit vectoriel) Le produit vectoriel étant défini comme ['opérateur bili-
néaire A : R? x R? — R? tel que (u,v A w) = det(u,v,w) pour u,v,w € R3.
On a alors les propriétés suivantes :

T Y1 Tolz — T3V 0 —z3 x2 (7
— |2 | ALYy | = 23910 —T1y3 | = | T3 0 -z Yo
T3 Y3 T1Y2 — Y1To —Ty T 0 Y3

— (Au) A (Av) = A(u Av) (A comatrice de A).
— (Mu) A (Mv) = M(uAv) st MMT =1d et det(M) = 1.

Proposition 8 La différentielle du déterminant det : M,,(R) — R est :

[ M, (R) = L(M,(R),R)
dlden): {A — (H — d(det) a(H) = tr(ATH))

det(A+ H) —det(A) = Y > e(@hjoiy [ tiow +o(H)

0€Sy 1<j<n 1<i<n,i#j
= E hjk E 8(0’) H Qo (4) + 0<H)
1<j<n,1<k<n  0€Sn,0(j)=k 1<i<n,i#j

Soit 7,5 la transposition permutant 7 et s. On effectue le changement de variable i = 74, 0007;y,.
On a alors :

det(A + H) — det(A) = Z hjk Z (=) e(p) H Qiryoporin (i) T O(H)

1<j<n,1<k<n HESy,u(n)=n 1<i<n,i#j

=J 0t s>

En faisant le changement de variable r = 7;,(¢), on obtient :

det(A+ H) —det(A) = > (D" > () [ aruwmomont) +o(H)

1<j<n,1<k<n HESn,pu(n)=n 1<r<n,r#n

=J Ml x>

= > (=D det((any (1) mn () 1<r<n- 115550 1) + o(H)

=>J Il s>

On reconnait alors le cofacteur ay, :

det(A + H) — det(A) = > hpdg + oH) = t(ATH) + o(H)

=J =Mt =xhv >

2 Lois de Newton

Dans cette section on choisit une origine et on identifie les points de ’espace affine avec son
espace vectoriel.
Une force est définie par :

— le vecteur-force f

— son point d’application .



On appelle moment de cette force le vecteur & A f

Proposition 9 (Premiére loi de Newton) Un point matériel qui n’est soumis a aucune
force est soit immobile, soit en mouvement de translation rectiligne uniforme.

Proposition 10 (Deuxiéme loi de Newton) On considére un systéme physique. Alors il
existe un vecteur p appelée quantité de mouvement cinétique telle que :

= >

(f,®) force extérieure

Proposition 11 (Troisiéme loi de Newton) Soient Sy et Sp deuz systémes physiques. Si

Sa exerce une force fa_,p sur le systeme Sp en Tpg, alors Sp exerce une force fp_,a sur le
systeme Sy et :
fass+ [Boa=0, (¥ —2a) A fass=0.

Proposition 12 (Moment cinétique) On considére un systéme physique. Alors il existe une
quantité vectorielle & telle que :

(f,@) force extérieure

Proposition 13 (Forces coulombiennes) Sotent deuz particules A et B de charges qa et
qB, de masses my et mp, sztuees en 4 et Tg. Alors elles exercent Uune sur autre :

—Za

Une force électrostatique felec AsB = felec BsA = quBm qui s’exercent en I'g
et Ty4.

Une force de gravité forap a—B = — fgrav,B—4 = GmAmBm qui s’exercent en T'g

et iL_"A.

Proposition 14 (Point matériel) Un point matériel est objet qui est entiérement décrit par
sa masse m et sa trajectoire Z(t). La quantité de mouvement cinétique et le moment cinétique
sont donnés par :

p=m&, oc=ITNp

Définition 15 On dit qu’un ouvert Q de R™ est de classe C* s’il existe G : R — R tel que
Q=G (R") et dG, # 0 si G(z) =

Le bord de Q est alors 02 = G71({0}).

Pour ¥ € 090, on définit la normale extérieure par :

. dGT
Ny= =
|G |

Proposition 16 (Forces de contact) On se place ici dans le cas d’un point matériel P et
d’un objet fize Q ouvert C' de R3.

On dit qu’un point matériel P situé en Z(t) est en contact avec Uouvert Q de classe C' si
Z(t) € 8.

On note fo,p(t) = Oé(t)Nf(t) + f(t) la force exercée par Uobjet Q sur le point P, avec f(t)
orthogonal a Nj‘(t).

Plusieurs types de contact sont possibles :



— Le contact adhérent. On a alors '(t) = 0. Il n’y a alors aucune contrainte sur fo_,p(t).
— Le frottement avec glissement. On a alors x'(t) # 0, a(t) > 0, etE| :

—7'(t)

f(t> ”—»/( )HMdHfQHP( )”

avec (s le coefficient de frottement avec glissement.
— Le frottement statique. On a alors = (t) = 0, a(t) > 0 etl

IFO < woll fassr (D]

avec lis le coefficient de frottement statique. .
— Le glissement sans frottement. On a alors o(t) > 0 et f(t) =
Remarque : g et g sont des caractéristiques de [’objet €2 et du pomt matemel

Définition 17 On appelle travail d’une force f s’appliquant sur un point matériel situé en &
la quantité :

Wi (f) = / ), foat

Proposition 18 (Energie cinétique) On considére un point matériel de masse m situé en

—

Z.
On appelle énergie cinétique du point matériel la quantité :
1 =l 2
E(t) = 5m||Z' ()]
On a alors :

Eot) = E(t)= Y.,  WZ(f)

f force extérieure

3 Milieux continus

Proposition 19 (Représentation lagrangienne) Un milieu continu est un objet décrit par :
— Une distribution de masse j : Q — R dans un repére de référence, avec Q ouvert de R3.
R x Q — R3 -
— Un chemin de difféeomorphismes ¥ : - o, tel quet — Z(t, X) représente
(¢, X) — Z(t, X)
la trajectoire d’un des points du milieu continu et X x(t, X) soit un difféomorphisme
de Q) vers son image.
La masse est donnée par m = [, j( )dX

Le centre de gravité est donné par Tg(t) = = fQ )dX

La vitesse du point situé en Z(t, X) au tempst est donne par ZE(t, X). La quantité de mouwvement
cinétique est donnée par :

) = [ )5 4 X)X = mio)

1. Sion note jig = \/{7 alors pal| fap ()| = figa(t).
d

2. Si on note fi, = VLT alors, || f(£)|| < psl fop(t)]] si et seulement si || f(£)]| < fis|a(t)].
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Le moment cinétique est donné par :

L’énergie cinétique est donnée par :

— 2
9%, %) ax

£ =5 [ D)5

Proposition 20 (Solide indéformable) Quitte a translater le repére de référence, on sup-
pose que [rs p(X)XdX = 0.

Un solide indéformable est un milieu continu tel que pour tout temps, Z(t,.) est un déplacement,
c’est-a-dire qu’il peut se mettre sous la forme :

—

7, X) = M)X + Tg(t), MM =1d, det(M)=1

Soient :
v (t) 0 —u(t) ()
— U(t) = | wa(t) | le vecteur tel que M'(t)M ()T = | 5(t) 0 —vi(t) | soit la
Vg(t) —Vg(t) Vl(t) 0

matrice de Uapplication & — U(t) N I.
— I la matrice d’inertie définie comme étant la matrice symétrique telle que :

— —

@Jﬁ:4Z/u@l¥AﬁAXﬁX%i/MXMXAZXAVMX
Q

Q
On a alors : o7
X = . = o =
g(t,X) c(t) =v(t) N (Z(t, X) — Za(t))
P = mZg
& =micATg+ MIM"v
& =mig ANTL+ TN (MIM'D) + MIM™7
1 - 1
Ee = gmlld | + 5(MT5, 1M75)
Preuve :
0, = ,

(t, X)dX = / (X)) + M (1) X)dX

—

_ / W(X)ARTL (1) + M (1) / W(X) XX = ma, (1) + 0
Q Q
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Les deux termes du milieu sont nuls, donc :

3(t) = mig(t) A Zy(t) +0+0 + / pw(X)(MOX) A (M) X)dX

On fait maintenant le produit scalaire de la partie droite par un vecteur Y. On obtient
alors :

—

(Y, /Q w(X)(M)X) A (M (1) X)dX) = /Q w(X) det(Y, M ()X, M'(t)X)dX

_ / W(X) det(M(O) X, 7, M) )X = [ u(X) det(M/ ()M ()M B)X, ¥, M(#) X)dX
Q Q

= /Q w(X) det(ZOANMB)X), Y, M) X)dX = | wX)FOAMBX), Y AMH)X))dX

:/QAL(XMM(??)T(I?@)/\(M(t))?)),M(t)T(?/\(M(t)??)»d)?

Si N est une matrice de rotation, alors :

(¢, Na A Nb) = det(c, Na, Nb) = det(N) det(N e, N"'Na, N"'Nb)
=det(N'c,a,b) = det(N'¢,a,b) = (NTc,a Ab) = (¢, N(a A D))
On en déduit que Na A Nb = N(a A b). Donc,

On reconnait alors la définition de la matrice d’inertie [ :
(v, /Q p(X)(M@)X) A (M () X)dX) = (M"Y, IM(t) 5 (t))
= (Y, M(t)IM ()" 5(t))
On en déduit que [, u(X)(MH)X) A (M'(#)X)dX = M) IMH)TF(t) et :

G(t) = mTg(t) AN Tn(t) + M) IM () 5(t).
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&' (t) = mZTa(t) A TL(t) +mTa(t) A Tg(t) + M () IM ()" v(t)
+ MM ()T5(t) + M) I M) T (¢).

On a donc :

&' (t) = mZa(t) ANTLE) + 0+ M ()M ()" M(t)IM(t) v(t)
+ M@ IM' () 5(t) + M) IM () 7 (¢).

BU0) = 5 | WE)Ea(0)+ MO o(0) + MO
=5 [ ARIZI + S0, [ nDRAD) + 3 [ (D0 @ %, M eDax
= gl + 0+ 5 [ I OMOT MO M OM MKk

= gmllFal + 0+ 5 [ (RO w0 A (0L, 0) (o) # (10 F))a%

En utilisant MaAMb = M (aAb) comme pour le calcul de I’énergie cinétique, on obtient :

EL(t) = gmll ]+ /Q (MO w(t) A X, MEOTV(E) A X)X
= SmlElP + 5 (M), TM (0 v(0)

Proposition 21 (Conservation de I’énergie) On considére un solide. Alors :

E(t) = > (Za(t) + U(t) A (& — Za(t), f)-

(f,@) force extérieure

Définition 22 Soit Q un ouvert borné de classe C et G une fonction de niveau associée. Soit
[ une fonction continue de OS).
Soit f un prolongement de f dans R™. Alors, lintégrale de f sur OS) est définie par :

. 1 ~
f= lm - / Fllacl,
90 £20e>0 € Ja-1(1—c,0))

Cette définition est indépendante du choiz de f et de G.

Proposition 23 (Intégration par partie pour les intégrales multiples) Soit Q un ou-
vert borné de classe C* de RY.

Soit f: Q — R de classe C*. Alors :
/ def(@dX = [ f@N)
Q o9
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Exemple :

On considere Q =] — 1,1[ et f: R — R de classe C' et €= 1.
On prend G(x) = 2* — 1 comme fonction de niveau. On a N, = ) = * pour x € 0 = {1}
Alors :
FEN) =t = [ e = i 2 f(@yal2eld
e, im — = lim - x)z|2x|dx
e—0,e>0 € e—0,e>0 € ]—17—\/§[U}\/§,1[

1 1
— lim —/ (—2x2)f(x)dﬂf+—/ 20" f(x)da
e=20e>0¢€ Ji_y _ 1= € JIvi=e1]

1

= lim —2(—1+(1—\/1—5)u)2f(—1—|—(1—\/1—5)u)¥du

e—0,e>0 0

+ /01 AVT =2+ (1 = VT2 (VI =2 + (1 — VI —u) =YL= C gy,

g
:—2><12><f(—1)x%+2><12><f(1)><%:f(l)_f(_l)

(La derniére égalité est obtenue avec le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, en
prenant ¥ — 2sup_; y | f| comme majorant intégrable pour ¢ €]0, D).
Par aulleurs,
[ags@ax= [y rar=g0)- s
Q ]—1,1]
On vérifie bien 1'égalité de la proposition.

Proposition 24 (Tenseur des contraintes) On considére un milieu continu. Soit U un ou-
vert de R? inclus dans Z(t,Q). Alors la somme des forces de contact de surface sur ce sous
milieu continu sont données par :

oT;;
[ mm- 35
avec T une matrice symétrique appelée tenseur des contraintes et N la normale extérieure de

U.

Proposition 25 (Seconde loi de Newton en coordonnées eulériennes) On appelle den-
sité et vitesse eulérienne las fonctions définies pour (t,Z) tel que T € Z(t,) :

plt 0, ) = — (g@ Ty A = 1, %)
ax, \b

La seconde loi de Newton peut se reformuler de la fagon suivante :

Opv; Opv;v; 6Tij
ot *Z oz, Nt

J=1 J=1
avec f; la densité volumique de forces.
De plus, p et v vérifient [’équation de la conservation de la masse :

Opv;
Z or;




Lemme 26 (Invariance des grandeurs eulériennes) Soit ¢ : ! — Q un difféomorphisme.

‘ ) JRx @ — RS
ot = o0 detl) et £ {u,;z) L 5(t,0(5)

continu (!, i, #) sont les mémes que pour (Q, i, 7).

. Les quantités eulériennes pour le milieu

Montrons 1’équation de conservation de masse lorsque p, X est C3.
En utilisant la définition de p, on obtient :

() = plt, 0, ) det( (52 (0. ),

Quitte a translater I'origine des temps, il suffit de montrer 1’égalité pour ¢t = 0.

Quitte & considérer le milieu continu @ = 7(0, Q),%,f tel que 62(5(0,)2)) = %

i’(t,f(O,X')) = :E(t,)?), on peut supposer que Z(0,.) est l'identité¢ de R?. En effet, on vérifie
aisément que les quantités eulériennes sont les mémes pour ce milieu continu.
En dérivant par rapport a ¢, on obtient, en ¢t =0 :

O, o 2 3 ap .. L, 2,01 - oxy, -
0- lam,x(o,xn + 2 5 0T T 0.5 | det( 530, 5)
- = axk NT 8xk =
+0(0, 70, ) Trace(Com( £ (0. X)" (576 (0. X))
Cela se simplifie de la fagon suivante :
dp . 0p, = _ . Orr . =
0 lam,xwgam,mmm (0, %) Trace((55-(0, X))

Or, en dérivant X +— v,(0,X) = v,(0, (0, X)) = é%’“(O,X’) par rapport a X, on obtient

a?g)?j (0=X) = %’;(0,)?), d’ou on conclut :

+ p(0, X) Trace((gé?j (0,X)))

3

— 8$Z = — 8712- — 8 — 6 V; —
0,X) 5 (0, %) + (0, X) 520, X) = Z2(0, %) + Y 20, X)

i= =1

Ce qu'il fallait démontrer.
Montrons I’équation de conservation de la quantité de mouvement. Pour cela, on utilise :

20T oo _ 0Ty, s
pilt) = /U W) (1, X)X, i) = / £t 7) + 5’2 fi(t 7)dz

Z(t,U) j=1

Comme précédemment, on se limite au cas ou ¢ = 0 et ot £(0, X) = X.



On peut réécrire p;(t) sous la forme :

pilt) = /U p(t,f(t,)?))vi(t,f(t,)?))det(g;; (t, X))dX

L’intégrande est de classe C*'. Sa dérivée par rapport au temps et lui-méme sont bornés sur
le compact U. On a donc un chapeau intégrable, et on peut donc appliquer le théoréme de
dérivation sous le signe somme. La dérivée par rapport au temps de l'intégrande se calcule
exactement de la méme maniére que pour la conservation de la masse : il suffit de remplacer p
par pv; dans l'expression qui précéde. On a donc :

3
.(0) :/ 00vi ) 3y +Zm(o,)€)dx.
U ; j

ot — O
On a donc :
Opui o = OpUivy N A 7 T
i X 1Y X)) — f X) — ij g XVdX =
| %o )+ 20 = J0.K) - 3 G e

Soit X € Q. Soit V, I'image réciproque de B()Z' ,7). Comme (2 est ouvert, il existe ry tel que
B(X,r) C Q pour r < 7.
Par continuité de l'intégrande, ap”i (0, X) + > vy (0, X) — £;(0,X) — 323 20, X) =

Ox; Jj=1 0z;

: v; Opu;v - _ 3 9Ty
llmrﬁom‘[B(}?m) 8§t ( ) >+Z] 1 px ]( ,l‘)—fZ(O,I)—Z] 1 833] (O I)d(lf—o ce qu il
fallait démontrer

Définition 27 (Equations de Navier-Stokes incompressible) On dit qu’un miliew continu
est incompressible homogene si sa densité p = pg est constante en temps et en espace. La conser-
vation de la masse s’écrit alors :

81}@'

— Jx;
1=

Dans ce cas, on dit qu’il est newtonien s’il est de la forme :

an 81)'
Ty = =py 1 (63:‘ * &cj)
J i

La fonction p est appelée la pression, p le coefficient de viscosité. La seconde loi de Newton

s’éerit alors : ,
6vi (%i 8 Uz
+) v +
po(at za) nz

=0

4 Probléme d’Euler-Lagrange

[a,b] x FF = R
(t, ) = o(t, )

Lemme 28 Soit F' espace de dimension finie. Si ¢ : { est de classe C', alors

C%[a,b], F) = R
u —» fab (b(t?u(t))
d®,(h) = Oydru (h(t))dt

la fonctionnelle ® : { est différentiable et sa différentielle est :
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Preuve dans le casouin=1:

Soit u € C°([a, b], F).

Soit M = ||| -

Soit w(d) = SUD(; 1) (1) €lab]x BO,M+1),la—y|<6 || OxP(t.2) — Oxd(ty) . Comme g est continue sur le
compact [a,b] x B(0, M + 1), elle est, par le théoréme de Heine, uniformément continue sur ce
méme ensemble. On en conclut que :

limw(d) =0

6—0

Soit h € C%([a, b],R) tel que ||Allee < 1. On a :

(u+ h) — ./¢tu ) h(t)) — 6(¢, u(t))dt
Donc :
B + h) — L/,/ Oy B taitr s niey (1)) dsdlt
On en conclut que :
byl
‘(I)(U + h / 8x¢ tu t)) )dt’ < / /0 ‘<8x¢(t,u(t)+sh(t)) - 8:L"st(t,u(t‘))v h<t)>} dsdt
Or (t,u(t)), (t,u(t) + sh(t)) € [a,b] x [0, M + 1], donc :
bl
\ (u+h) - / Dot dt\ < / ()l dsdt < (b — a)[h]lacw([1hl]oc)
a 0
D’ou :

b
Bt ) = @) = | b (h(0)dt = of )

{cwm@Ry+dﬂm@m
I [ 0uutey (h(t))dt

bien différentiable en u et que la fonction linéaire continue mentionnée est bien sa différentielle.

est bien une fonction linéaire continue. On en conclut que ® est

[a,b] x F x F — R
(t,z, @) — L(t,x, 1)

'([a,b], F x F) — R

Proposition 29 Si L : b
{ v J, Lty (1), 7' (1)dt

est de classe C*, alors A : {

est différentiable et :
b
:/ aasL(t,u(t),u’(t))(h(t)) +8$L(t,u(t)7u/(t))(h,<t>>dt
Lemme 30 (du Bois-Reymond) Soit u € C°([a,b], F*) telle que :
b
Yo € CY([a,b], F) wv(a) =v(b) =0 = / (u(t),'(t))dt =0

Alors u est un fonction constante.

11



Définition 31 (Probléme d’Euler-Lagrange) On dit que v € C*([a,b], R™) est solution du

probleme d’Euler-Lagrange si :
Vh € C'([a,b], F)v(a) = v(b) = 0= dA,(h) =0
o A est une fonctionnelle action du type de celle de la proposition[29.

Théoréme 32 (Equation d’Euler-Lagrange)
[a,b] x F x FF — R

. . est de classe C*.
(t,z, @) — L(t,z,7)

Soit L :

C'([a,b],R") = R

v est solution du probléeme d’Euler-Lagrange associé a A : b
v [, Lt (), (1)dt

seulement si
la,b] — F*

: est dérivable et :
t = O Lty (1)

P(t) = Lt n() )

5 Equations de Hamilton

Dans cette section, on suppose que :
_ 7. la,b] x F X F — R
| (t,, @) — Lt z, 1)
& [a,b] X FF x F — [a,b] x F x F*
. (t, x, LU) — (t, x, a@L(t’ag’i‘))
Définition 33 (Hamiltonien)
[a,b] x F x F* - R
(t,q,p) = H(t,q,p)

est de classe C3.

est un difféomorphisme.

On appelle Hamiltonien H :
[a,b] x F' x F*, on ait :

H(t,q,p) = (p, &) — L(t,x, o)
<t7Q7p) = @(t,l‘,i)

H(t,q,p) = (p, &) — L(t, &
, ce qui s’écrit aussi (t.q,p) = (P, 7) (t,x, )
p = 0:L(t24)
Proposition 34 H est une fonction de classe C? et :

apH(t,q,p) =z

OqH t,4.p) = —OuLit0,2)
St P = BjL(t7x7i) .

Remarque : dans la premiére égalité, on a identifié (F*)* et F.

12
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Théoréme 35 On appelle équations de Hamilton le systeme suivant :
P'(t) = =0, H 1.40) (1))
q'(t) = pHq).p0))

Sty est solution des équations d’Euler-Lagrange alors t — ((t), 03 Lit1) (1)) est solution des
équations de Hamilton.

Réciproquement si (q,p) est solution des équations de Hamilton, alors v = q est solution des
équations d’Fuler-Lagrange.

Corollaire 36 Les solutions des équations d’Fuler-Lagrange ou des équations de Hamilton sont
de classe C?.

Définition 37 (Crochet de Poisson) Soit K : [a,b|x F X F* - R et J:[a,b]x Fx F* - R
deuz fonctionnelles de classe C*. On note {K,H} : [a,b] X F x F* — R la fonction (appelée
crochet de Poisson de K et H) définie par :

{K7 J}(t, Q:p) = <aqK(t7q,p)v 81!7‘](1t7q,p)> - <aq‘](t7q7p)7 apK(t,q,p)>

Théoréme 38 Soit (q,p) une solution des équations de Hamilton, K : [a,b] x R" xR" et classe
C? et k(t) = K(t,q(t),p(t)). Alors

0K

K () = - (8,q(t), p(t) + { K, H}(t, q(t). (1))

En particulier, les équations de Hamitlon peuvent se réécrire sous la forme :

ou q; et p; dans le crochet désignent les fonctions qui & (t,q1,...,qn,P1,---,Pn) associent res-
pectivement q; et p;.

Corollaire 39 — Si H ne dépend pas du temps et que (q,p) est solution des équations de
Hamilton, alors :
t— H(t,q(t),p(t)) est constant

— Si L ne dépend pas du temps et v est solution des équations d’Euler-Lagrange, alors :
t— H(t,vy(t),p(t)) est constant
0t p(t) = Oz L), (1)) -

F—F
Définition 40 On dit que L est invariant par 0 : si 0 est de classe C3 et :
z— 0(z)

L(t,0(z),8,0(2)) = L(t, x, ).

Proposition 41 Si L est invariant par le difféomorphisme 0 et v est solution des équations
d’Euler Lagrange, alors 6 oy est aussi solution des équations d’Euler-Lagrange.
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Théoréme 42 (Noether) Soit 0 :] — ¢, +¢[xF — F
On suppose que :
— 0 est de classe C?.
— pour tout x € F, (0, z) = x,
— pour tout s € I, x — 6(s,x) est un difféomorphisme de F vers F, et L est invariant par
ce difféeomorphisme.
Alors, la fonction K définie par :

K(t,q,p) = (p, %(O,QD

vérifie
{K,H} =0.

En particulier, si (q,p) est solution des équations de Hamilton :
t— K(t,q(t),p(t)) est constant.

Preuve :
Soit (t,q,p) = ®(t,z,&).

{K» H}(tv Qap) = <aqK(t,q,p)7 a19]_1(1t7q710)> - <3qH(t,q,p)’ a17K(7f7€1710)>
00 00

= ((p, (%;(%)(o,q)% &) + (0 L(t,2,), %(0, q))
00 . 00
= 5¢L(t,x,¢)(3x(£)(o,q) (%)) — @cL(t,x,sc)(%(O, x))

Or, en dérivant I(s) = L(t,0(s, x), d,0(s ) (&)), on obtient :

06 00

0=10(0) = 3¢L<t7x,fe>(3z(%)(o,q)(i’)) - 3#(@&@(@(0, z))

D’ot on conclut que :
{K,H}(t,q,p) =0
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