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1 Rappels
Définition 1 Une application f est dite différentiable en x si il existe une application linéaire
dfx telle que f(x+ h)− f(x) = dfx(h) + o(‖h‖).

Définition 2 Soient E,F des espaces de Banach. Soit Ω un ouvert de E. On dit que f : Ω→ F

est de classe C1 si f est différentiable et si l’application df :

{
Ω→ L(E,F )

x→ dfx
est continue.

Proposition 3 Soit Ω un ouvert de Rn. Soit f : Ω → Rk telle que ∂f
∂xi

(dérivée par rapport à
la i-ème variable) existe et soit continue pour chaque i.
Alors la f est de classe C1 et :

df(x1,...,xn)((h1, . . . , hn)) =
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

La matrice de df(x1,...,xn) est donc :(
∂f
∂x1

(x1, . . . , xn) ∂f
∂x2

(x1, . . . , xn) . . . ∂f
∂xn

(x1, . . . , xn)
)

Définition 4 Soient E,F des espaces de Banach. Soit U un ouvert de E et V un ouvert de
F . On dit que f : U → V est un difféomorphisme si f est bijective et si f et f−1 sont de classe
C1.

Théorème 5 (Inversion locale) Soient E,F des espaces de Banach. Soit Ω un ouvert de E.
Soit f : Ω→ F une fonction de classe C1. Soit x0 ∈ Ω tel que dfx0 soit inversible alors il existe

U ouvert inclus dans Ω et V ouvert de F tel que f̃ :

{
U → V

x 7→ f(x)
soit un difféomorphisme.

De plus :
d(f̃−1)y = (dff̃−1(y))

−1

Théorème 6 (Inversion globale) Soient E,F des espaces de Banach. Soit U un ouvert de
E et V un sous-ensemble de F . Soit f : U → V une fonction bijective de classe C1 telle que
qu’en tout point, sa différentielle est inversible. Alors f est un difféomorphisme et V est un
ouvert.
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Définition 7 (Produit vectoriel) Le produit vectoriel étant défini comme l’opérateur bili-
néaire ∧ : R3 × R3 → R3 tel que 〈u, v ∧ w〉 = det(u, v, w) pour u, v, w ∈ R3.
On a alors les propriétés suivantes :

—

x1

x2

x3

 ∧
y1

y2

y3

 =

x2y3 − x3y2

x3y1 − x1y3

x1y2 − y1x2

 =

 0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

y1

y2

y3


— (Au) ∧ (Av) = Ã(u ∧ v) (Ã comatrice de A).
— (Mu) ∧ (Mv) = M(u ∧ v) si MMT = Id et det(M) = 1.

Proposition 8 La différentielle du déterminant det : Mn(R)→ R est :

d(det) :

{
Mn(R)→ L(Mn(R),R)

A 7→ (H 7→ d(det)A(H) = tr(ÃTH))
.

det(A+H)− det(A) =
∑
σ∈Sn

∑
1≤j≤n

ε(σ)hjσ(j)

∏
1≤i≤n,i 6=j

aiσ(i) + o(H)

=
∑

1≤j≤n,1≤k≤n

hjk
∑

σ∈Sn,σ(j)=k

ε(σ)
∏

1≤i≤n,i 6=j

aiσ(i) + o(H)

Soit τrs la transposition permutant r et s. On effectue le changement de variable µ = τkn◦σ◦τjn.
On a alors :

det(A + H) − det(A) =
∑

1≤j≤n,1≤k≤n

hjk
∑

µ∈Sn,µ(n)=n

(−1)k+lε(µ)
∏

1≤i≤n,i 6=j

aiτkn◦µ◦τjn(i) + o(H)

En faisant le changement de variable r = τjn(i), on obtient :

det(A+H)− det(A) =
∑

1≤j≤n,1≤k≤n

hjk(−1)k+l
∑

µ∈Sn,µ(n)=n

ε(µ)
∏

1≤r≤n,r 6=n

aτjn(r),τkn◦µ(r) + o(H)

=
∑

1≤j≤n,1≤k≤n

hjk(−1)k+l det((aτjn(r),τkn(s))1≤r≤n−1,1≤s≤n−1) + o(H)

On reconnaît alors le cofacteur ãjk :

det(A + H) − det(A) =
∑

1≤j≤n,1≤k≤n

hjkãjk + o(H) = tr(ÃTH) + o(H)

2 Lois de Newton
Dans cette section on choisit une origine et on identifie les points de l’espace affine avec son
espace vectoriel.
Une force est définie par :

— le vecteur-force ~f
— son point d’application ~x.
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On appelle moment de cette force le vecteur ~x ∧ ~f .

Proposition 9 (Première loi de Newton) Un point matériel qui n’est soumis à aucune
force est soit immobile, soit en mouvement de translation rectiligne uniforme.

Proposition 10 (Deuxième loi de Newton) On considère un système physique. Alors il
existe un vecteur ~p appelée quantité de mouvement cinétique telle que :

~p′ =
∑

(~f,~x) force extérieure

~f

Proposition 11 (Troisième loi de Newton) Soient SA et SB deux systèmes physiques. Si
SA exerce une force ~fA→B sur le système SB en ~xB, alors SB exerce une force ~fB→A sur le
système SA et :

~fA→B + ~fB→A = 0, (~xB − ~xA) ∧ ~fA→B = 0.

Proposition 12 (Moment cinétique) On considère un système physique. Alors il existe une
quantité vectorielle ~σ telle que :

~σ′ =
∑

(~f,~x) force extérieure

~x ∧ ~f

Proposition 13 (Forces coulombiennes) Soient deux particules A et B de charges qA et
qB, de masses mA et mB, situées en ~xA et ~xB. Alors elles exercent l’une sur l’autre :

— Une force électrostatique ~felec,A→B = −~felec,B→A = qAqB
~xB−~xA

4πε0‖~xB−~xA‖3
qui s’exercent en ~xB

et ~xA.
— Une force de gravité ~fgrav,A→B = −~fgrav,B→A = −GmAmB

~xB−~xA
‖~xB−~xA‖3

qui s’exercent en ~xB
et ~xA.

Proposition 14 (Point matériel) Un point matériel est objet qui est entièrement décrit par
sa masse m et sa trajectoire ~x(t). La quantité de mouvement cinétique et le moment cinétique
sont donnés par :

~p = m~x′, σ = ~x ∧ ~p

Définition 15 On dit qu’un ouvert Ω de Rn est de classe C1 s’il existe G : Rn → R tel que
Ω = G−1(R∗−) et dGx 6= 0 si G(x) = 0.
Le bord de Ω est alors ∂Ω = G−1({0}).
Pour ~x ∈ ∂Ω, on définit la normale extérieure par :

~N~x =
dGT

x

‖dGx‖

Proposition 16 (Forces de contact) On se place ici dans le cas d’un point matériel P et
d’un objet fixe Ω ouvert C1 de R3.
On dit qu’un point matériel P situé en ~x(t) est en contact avec l’ouvert Ω de classe C1 si
~x(t) ∈ ∂Ω.
On note ~fΩ→P (t) = α(t) ~N~x(t) + ~f(t) la force exercée par l’objet Ω sur le point P , avec ~f(t)

orthogonal à ~N~x(t).
Plusieurs types de contact sont possibles :
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— Le contact adhérent. On a alors x′(t) = 0. Il n’y a alors aucune contrainte sur ~fΩ→P (t).
— Le frottement avec glissement. On a alors x′(t) 6= 0, α(t) ≥ 0, et 1 :

~f(t) =
−~x′(t)
‖~x′(t)‖

µd‖~fΩ→P (t)‖

avec µs le coefficient de frottement avec glissement.
— Le frottement statique. On a alors ~x′(t) = 0, α(t) ≥ 0 et 2 :

‖~f(t)‖ ≤ µs‖fΩ→P (t)‖

avec µs le coefficient de frottement statique.
— Le glissement sans frottement. On a alors α(t) ≥ 0 et ~f(t) = 0.

Remarque : µs et µd sont des caractéristiques de l’objet Ω et du point matériel.

Définition 17 On appelle travail d’une force ~f s’appliquant sur un point matériel situé en ~x
la quantité :

W t2
t1 (~f) =

∫ t2

t1

〈~x′(t), ~f(t)〉dt

Proposition 18 (Énergie cinétique) On considère un point matériel de masse m situé en
~x.
On appelle énergie cinétique du point matériel la quantité :

Ec(t) =
1

2
m‖~x′(t)‖2

On a alors :
Ec(t2)− Ec(t1) =

∑
~f force extérieure

W t2
t1 (~f)

3 Milieux continus
Proposition 19 (Représentation lagrangienne) Un milieu continu est un objet décrit par :

— Une distribution de masse µ : Ω→ R dans un repère de référence, avec Ω ouvert de R3.

— Un chemin de difféomorphismes ~x :

{
R× Ω→ R3

(t, ~X) 7→ ~x(t, ~X)
, tel que t 7→ ~x(t, ~X) représente

la trajectoire d’un des points du milieu continu et ~X 7→ x(t, ~X) soit un difféomorphisme
de Ω vers son image.

La masse est donnée par m =
∫

Ω
µ( ~X)d ~X.

Le centre de gravité est donné par ~xG(t) = 1
m

∫
Ω
~x(t, ~X)µ( ~X)d ~X.

La vitesse du point situé en ~x(t, ~X) au temps t est donné par ∂~x
∂t

(t, ~X). La quantité de mouvement
cinétique est donnée par :

~p(t) =

∫
Ω

µ( ~X)
∂~x

∂t
(t, ~X)d ~X = m~x′G(t)

1. Si on note µ̃d = µd√
1−µ2

d

, alors µd‖~fΩ→P (t)‖ = µ̃dα(t).

2. Si on note µ̃s = µs√
1−µ2

s

, alors, ‖~f(t)‖ ≤ µs‖~fΩ→P (t)‖ si et seulement si ‖~f(t)‖ ≤ µ̃s|α(t)|.
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Le moment cinétique est donné par :

~σ(t) =

∫
Ω

µ( ~X)~x(t, ~X) ∧ ∂~x
∂t

(t, ~X)d ~X

L’énergie cinétique est donnée par :

Ec(t) =
1

2

∫
Ω

µ( ~X)

∥∥∥∥∂~x∂t (t, ~X)

∥∥∥∥2

d ~X

Proposition 20 (Solide indéformable) Quitte à translater le repère de référence, on sup-
pose que

∫
R3 µ( ~X) ~Xd ~X = 0.

Un solide indéformable est un milieu continu tel que pour tout temps, ~x(t, .) est un déplacement,
c’est-à-dire qu’il peut se mettre sous la forme :

~x(t, ~X) = M(t) ~X + ~xG(t), MMT = Id, det(M) = 1

Soient :

— ~ν(t) =

ν1(t)
ν2(t)
ν3(t)

 le vecteur tel que M ′(t)M(t)T =

 0 −ν3(t) ν2(t)
ν3(t) 0 −ν1(t)
−ν2(t) ν1(t) 0

 soit la

matrice de l’application ~x 7→ ~ν(t) ∧ ~x.
— I la matrice d’inertie définie comme étant la matrice symétrique telle que :

〈~Z, I ~Y 〉 = 〈~Z,
∫

Ω

µ( ~X) ~X ∧ (~Y ∧ ~X)d ~X〉 =

∫
Ω

µ( ~X)〈 ~X ∧ ~Z, ~X ∧ ~Y 〉d ~X

On a alors :
∂~x

∂t
(t, ~X)− ~x′G(t) = ~ν(t) ∧ (~x(t, ~X)− ~xG(t))

~p = m~x′G

~σ = m~xG ∧ ~x′G +MIMT~ν

~σ′ = m~xG ∧ ~x′′G + ~ν ∧ (MIMT~ν) +MIMT~ν ′

Ec =
1

2
m‖ ~x′G‖

2 +
1

2
〈MT~ν, IMT~ν〉

Preuve :
—

∂~x

∂t
(t, ~X) = x′G(t) +M ′(t) ~X = x′G(t) +M ′(t)(M(t)−1(~x(t, ~X)− ~xG))

= x′G(t) +M ′(t)M(t)T (~x(t, ~X)− ~xG(t)) = ~x′G(t) + ~ν(t) ∧ (~x(t, ~X)− ~xG(t))

—

~p(t) =

∫
Ω

µ( ~X)
∂~x

∂t
(t, ~X)d ~X =

∫
Ω

µ( ~X)(x′G(t) +M ′(t) ~X)d ~X

=

∫
Ω

µ( ~X)d ~X~x′G(t) +M ′(t)

∫
Ω

µ( ~X) ~Xd ~X = m~x′G(t) + 0
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—

~σ(t) =

∫
Ω

µ( ~X)(~xG(t) +M(t) ~X) ∧
(
~x′G(t) +M ′(t) ~X

)
d ~X

=

∫
Ω

µ( ~X)d ~X~xG(t) ∧ ~x′G(t) +M(t)

∫
Ω

µ( ~X) ~Xd ~X ∧ ~x′G

+ ~xG ∧M ′(t)

∫
Ω

µ( ~X) ~Xd ~X +

∫
Ω

µ( ~X)(M(t) ~X) ∧ (M ′(t) ~X)d ~X

Les deux termes du milieu sont nuls, donc :

~σ(t) = m~xG(t) ∧ ~x′G(t) + 0 + 0 +

∫
Ω

µ( ~X)(M(t) ~X) ∧ (M ′(t) ~X)d ~X

On fait maintenant le produit scalaire de la partie droite par un vecteur ~Y . On obtient
alors :

〈~Y ,
∫

Ω

µ( ~X)(M(t) ~X) ∧ (M ′(t) ~X)d ~X〉 =

∫
Ω

µ( ~X) det(~Y ,M(t) ~X,M ′(t) ~X)d ~X

=

∫
Ω

µ( ~X) det(M ′(t) ~X, ~Y ,M(t) ~X)d ~X =

∫
Ω

µ( ~X) det(M ′(t)MT (t)M(t) ~X, ~Y ,M(t) ~X)d ~X

=

∫
Ω

µ( ~X) det(~ν(t)∧(M(t) ~X), ~Y ,M(t) ~X)d ~X =

∫
Ω

µ( ~X)〈~ν(t)∧(M(t) ~X), ~Y ∧(M(t) ~X)〉d ~X

=

∫
Ω

µ( ~X)〈M(t)T (~ν(t) ∧ (M(t) ~X)),M(t)T (~Y ∧ (M(t) ~X))〉d ~X

Si N est une matrice de rotation, alors :

〈c,Na ∧Nb〉 = det(c,Na,Nb) = det(N) det(N−1c,N−1Na,N−1Nb)

= det(N−1c, a, b) = det(NT c, a, b) = 〈NT c, a ∧ b〉 = 〈c,N(a ∧ b〉)

On en déduit que Na ∧Nb = N(a ∧ b). Donc,

〈~Y ,
∫

Ω

µ( ~X)(M(t) ~X) ∧ (M ′(t) ~X)d ~X〉

=

∫
Ω

µ( ~X)〈(MT (t)~ν(t)) ∧ (MT (t)M(t) ~X), (MT (t)~Y ) ∧ (MT (t)M(t) ~X)〉d ~X

=

∫
Ω

µ( ~X)〈(MT (t)~ν(t)) ∧ ~X, (MT (t)~Y ) ∧ ~X〉d ~X

On reconnaît alors la définition de la matrice d’inertie I :

〈~Y ,
∫

Ω

µ( ~X)(M(t) ~X) ∧ (M ′(t) ~X)d ~X〉 = 〈M(t)T ~Y , IM(t)T~ν(t)〉

= 〈~Y ,M(t)IM(t)T~ν(t)〉

On en déduit que
∫

Ω
µ( ~X)(M(t) ~X) ∧ (M ′(t) ~X)d ~X = M(t)IM(t)T~ν(t) et :

~σ(t) = m~xG(t) ∧ ~x′G(t) +M(t)IM(t)T~ν(t).
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—

~σ′(t) = m~xG(t) ∧ ~x′′G(t) +m~x′G(t) ∧ ~x′G(t) +M ′(t)IM(t)T~ν(t)

+M(t)IM ′(t)T~ν(t) +M(t)IM(t)T~ν ′(t).

On a donc :

~σ′(t) = m~xG(t) ∧ ~x′′G(t) + 0 +M ′(t)M(t)TM(t)IM(t)T~ν(t)

+M(t)IM ′(t)T~ν(t) +M(t)IM(t)T~ν ′(t).

—

Ec(t) =
1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈~x′G(t) +M ′(t) ~X, x′G(t) +M ′(t) ~X〉dX

=
1

2

∫
Ω

µ( ~X)d ~X‖~x′G‖2 +
2

2
〈x′G(t),

∫
Ω

µ( ~X) ~Xd ~X〉+
1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈M ′(t) ~X,M ′(t) ~X〉d ~X

=
1

2
m‖~x′G‖2 + 0 +

1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈M ′(t)M(t)TM(t) ~X,M ′(t)M(t)TM(t) ~X〉d ~X

=
1

2
m‖~x′G‖2 + 0 +

1

2

∫
Ω

µ( ~X)〈M(t)T (ν(t) ∧ (M(t) ~X)),M(t)T (ν(t) ∧ (M(t) ~X))〉d ~X

En utilisantMa∧Mb = M(a∧b) comme pour le calcul de l’énergie cinétique, on obtient :

Ec(t) =
1

2
m‖~x′G‖2 +

1

2

∫
Ω

〈M(t)Tν(t) ∧ ~X,M(t)Tν(t) ∧ ~X〉d ~X

=
1

2
m‖~x′G‖2 +

1

2
〈M(t)Tν(t), IM(t)Tν(t)〉

Proposition 21 (Conservation de l’énergie) On considère un solide. Alors :

E ′c(t) =
∑

(~f,~x) force extérieure

〈~x′G(t) + ~ν(t) ∧ (~x− ~xG(t)), ~f〉.

Définition 22 Soit Ω un ouvert borné de classe C1 et G une fonction de niveau associée. Soit
f une fonction continue de ∂Ω.
Soit f̃ un prolongement de f dans Rn. Alors, l’intégrale de f sur ∂Ω est définie par :∫

∂Ω

f = lim
ε→0,ε>0

1

ε

∫
G−1(]−ε,0])

f̃‖dG‖2

Cette définition est indépendante du choix de f̃ et de G.

Proposition 23 (Intégration par partie pour les intégrales multiples) Soit Ω un ou-
vert borné de classe C1 de Rd.
Soit f : Ω→ R de classe C1. Alors :∫

Ω

d ~Xf(~e)d ~X =

∫
∂Ω

f〈~e, ~N〉

7



Exemple :
On considère Ω =]− 1, 1[ et f : R→ R de classe C1 et ~e = 1.
On prend G(x) = x2 − 1 comme fonction de niveau. On a ~Nx = x

|x| = x pour x ∈ ∂Ω = {±1}.
Alors :

∫
∂Ω

f〈~e, ~N〉 = lim
ε→0,ε>0

1

ε

∫
∂Ω

f〈~e, ~N〉 = lim
ε→0,ε>0

1

ε

∫
]−1,−

√
1−ε[∪]

√
1−ε,1[

f(x)x|2x|dx

= lim
ε→0,ε>0

1

ε

∫
]−1,−

√
1−ε[

(−2x2)f(x)dx+
1

ε

∫
]
√

1−ε,1[

2x2f(x)dx

= lim
ε→0,ε>0

∫ 1

0

−2(−1 + (1−
√

1− ε)u)2f(−1 + (1−
√

1− ε)u)
1−
√

1− ε
ε

du

+

∫ 1

0

2(
√

1− ε+ (1−
√

1− ε)u)2f(
√

1− ε+ (1−
√

1− ε)u)
1−
√

1− ε
ε

du

= −2× 12 × f(−1)× 1

2
+ 2× 12 × f(1)× 1

2
= f(1)− f(−1)

(La dernière égalité est obtenue avec le théorème de convergence dominée de Lebesgue, en
prenant x→ 2 sup[−1,1] |f | comme majorant intégrable pour ε ∈]0, 1

2
[).

Par aulleurs, ∫
Ω

d ~Xf(~e)d ~X =

∫
]−1,1[

f ′(x) · 1 dx = f(1)− f ′(−1)

On vérifie bien l’égalité de la proposition.

Proposition 24 (Tenseur des contraintes) On considère un milieu continu. Soit U un ou-
vert de R3 inclus dans ~x(t,Ω). Alors la somme des forces de contact de surface sur ce sous
milieu continu sont données par :∫

∂U

3∑
j=1

TijNj =

∫
U

3∑
j=1

∂Tij
∂xj

avec T une matrice symétrique appelée tenseur des contraintes et ~N la normale extérieure de
U .

Proposition 25 (Seconde loi de Newton en coordonnées eulériennes) On appelle den-
sité et vitesse eulérienne las fonctions définies pour (t, x̃) tel que x̃ ∈ ~x(t,Ω) :

ρ(t, ~x(t, ~X)) =
µ( ~X)

det(
∂~xj
∂Xi

(t, ~X))
, vi(t, ~x(t, ~X)) =

∂xi
∂t

(t, ~X)

La seconde loi de Newton peut se reformuler de la façon suivante :

∂ρvi
∂t

+
3∑
j=1

∂ρvivj
∂xj

= fi +
3∑
j=1

∂Tij
∂xj

avec fi la densité volumique de forces.
De plus, ρ et v vérifient l’équation de la conservation de la masse :

∂ρ

∂t
+

3∑
i=1

∂ρvi
∂xi

= 0
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Lemme 26 (Invariance des grandeurs eulériennes) Soit φ : /Ω→ Ω un difféomorphisme.

Soit /µ = µ ◦ φ det( ∂φi
∂Xj

) et /~x :

{
R× /Ω→ R3

(t, ~X)→ ~x(t, φ( ~X))
. Les quantités eulériennes pour le milieu

continu (/Ω, /µ, /~x) sont les mêmes que pour (Ω, µ, ~x).

Montrons l’équation de conservation de masse lorsque µ, ~X est C3.
En utilisant la définition de ρ, on obtient :

µ( ~X) = ρ(t, ~x(t, ~X)) det((
∂xj
∂Xi

(t, ~X))ij)

Quitte à translater l’origine des temps, il suffit de montrer l’égalité pour t = 0.
Quitte à considérer le milieu continu /Ω = ~x(0,Ω), /µ, /~x tel que /µ(~x(0, ~X)) = µ( ~X)

det(
∂xk
∂Xi

(0, ~X))
et

/~x(t, ~x(0, ~X)) = ~x(t, ~X), on peut supposer que ~x(0, .) est l’identité de R3. En effet, on vérifie
aisément que les quantités eulériennes sont les mêmes pour ce milieu continu.
En dérivant par rapport à t, on obtient, en t = 0 :

0 =

[
∂ρ

∂t
(0, ~x(0, ~X)) +

3∑
i=1

∂ρ

∂xi
(0, ~x(0, ~X))

∂xi
∂t

(0, ~X)

]
det(

∂xk
∂Xj

(0, ~X))

+ ρ(0, ~x(0, ~X)) Trace(Com(
∂xk
∂Xj

(0, ~X)T (
∂xk
∂t∂Xj

(0, ~X)))

Cela se simplifie de la façon suivante :

0 =

[
∂ρ

∂t
(0, ~X) +

3∑
i=1

∂ρ

∂t
(0, ~X)vi(0, ~X)

]
+ ρ(0, ~X) Trace((

∂xk
∂t∂Xj

(0, ~X)))

Or, en dérivant ~X 7→ vk(0, ~X) = vk(0, ~x(0, ~X)) = ∂xk
∂t

(0, ~X) par rapport à Xj, on obtient
∂xk
∂t∂Xj

(0, ~X) = ∂vk
∂Xj

(0, ~X), d’où on conclut :

0 =

[
∂ρ

∂t
(0, ~X) +

3∑
i=1

∂ρ

∂xi
(0, ~X)vi(0, ~X)

]
+ ρ(0, ~X) Trace((

∂vk
∂Xj

(0, ~X)))

=
∂ρ

∂t
(0, ~X) +

3∑
i=1

∂ρ

∂xi
(0, ~X)

∂xi
∂t

(0, ~X) + ρ(0, ~X)
∂vi
∂Xi

(0, ~X) =
∂ρ

∂t
(0, ~X) +

3∑
i=1

∂ρvi
∂xi

(0, ~X)

Ce qu’il fallait démontrer.
Montrons l’équation de conservation de la quantité de mouvement. Pour cela, on utilise :

pi(t) =

∫
U

µ( ~X)
∂xi
∂t

(t, ~X)d ~X, p′i(t) =

∫
~x(t,U)

fi(t, x̄) +
3∑
j=1

∂Tij
∂xj

fi(t, x̄)dx̄

Comme précédemment, on se limite au cas où t = 0 et où ~x(0, ~X) = ~X.
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On peut réécrire pi(t) sous la forme :

pi(t) =

∫
U

ρ(t, ~x(t, ~X))vi(t, ~x(t, ~X)) det(
∂xj
∂Xk

(t, ~X))d ~X

L’intégrande est de classe C1. Sa dérivée par rapport au temps et lui-même sont bornés sur
le compact Ū . On a donc un chapeau intégrable, et on peut donc appliquer le théorème de
dérivation sous le signe somme. La dérivée par rapport au temps de l’intégrande se calcule
exactement de la même manière que pour la conservation de la masse : il suffit de remplacer ρ
par ρvi dans l’expression qui précède. On a donc :

p′i(0) =

∫
U

∂ρvi
∂t

(0, ~X) +
3∑
j=1

∂ρvi · vj
∂xj

(0, ~X)d ~X.

On a donc :∫
U

∂ρvi
∂t

(0, ~X) +
3∑
j=1

∂ρvivj
∂xj

(0, ~X)− fi(0, ~X)−
3∑
j=1

∂Tij
∂xj

fi(t, ~X)d ~X = 0.

Soit ~X ∈ Ω. Soit Vr l’image réciproque de B( ~X, r). Comme Ω est ouvert, il existe r0 tel que
B̄( ~X, r) ⊂ Ω pour r ≤ r0.
Par continuité de l’intégrande, ∂ρvi

∂t
(0, ~X) +

∑n
j=1

∂ρvivj
∂xj

(0, ~X) − fi(0, ~X) −
∑3

j=1
∂Tij
∂xj

(0, ~X) =

limr→0
1

vol(B( ~X,r))

∫
B( ~X,r)

∂ρvi
∂t

(0, x̄) +
∑n

j=1
∂ρvivj
∂xj

(0, x̄)− fi(0, x̄)−
∑3

j=1
∂Tij
∂xj

(0, x̄)dx̄ = 0. ce qu’il
fallait démontrer

Définition 27 (Équations de Navier-Stokes incompressible) On dit qu’un milieu continu
est incompressible homogène si sa densité ρ = ρ0 est constante en temps et en espace. La conser-
vation de la masse s’écrit alors :

3∑
i=1

∂vi
∂xi

= 0

Dans ce cas, on dit qu’il est newtonien s’il est de la forme :

Tij = −pδij + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
La fonction p est appelée la pression, µ le coefficient de viscosité. La seconde loi de Newton
s’écrit alors :

ρ0

(
∂vi
∂t

+
3∑
j=1

vj
∂vi
∂xj

)
= fi −

∂p

∂xi
+ η

3∑
j=1

∂2vi
∂x2

j

4 Problème d’Euler-Lagrange

Lemme 28 Soit F espace de dimension finie. Si φ :

{
[a, b]× F → R
(t, x) 7→ φ(t, x)

est de classe C1, alors

la fonctionnelle Φ :

{
C0([a, b], F )→ R
u 7→

∫ b
a
φ(t, u(t))

est différentiable et sa différentielle est :

dΦu(h) = ∂xφt,u(t)(h(t))dt
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Preuve dans le cas où n = 1 :
Soit u ∈ C0([a, b], F ).
Soit M = ‖u‖∞.
Soit ω(δ) = sup(t,x),(t,y)∈[a,b]×B(0,M+1),‖x−y‖≤δ ‖∂xφ(t,x) − ∂xφ(t,y)‖. Comme ∂φ

∂x
est continue sur le

compact [a, b]×B(0,M + 1), elle est, par le théorème de Heine, uniformément continue sur ce
même ensemble. On en conclut que :

lim
δ→0

ω(δ) = 0

Soit h ∈ C0([a, b],R) tel que ‖h‖∞ ≤ 1. On a :

Φ(u+ h)− Φ(u) =

∫ b

a

φ(t, u(t) + h(t))− φ(t, u(t))dt

Donc :

Φ(u+ h)− Φ(u) =

∫ b

a

∫ 1

0

∂xφ(t,u(t)+sh(t))(h(t))dsdt

On en conclut que :∣∣∣∣Φ(u+ h)− Φ(u)−
∫ b

a

∂xφ(t,u(t))(h(t))dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∫ 1

0

∣∣〈∂xφ(t,u(t)+sh(t)) − ∂xφ(t,u(t)), h(t)〉
∣∣ dsdt

Or (t, u(t)), (t, u(t) + sh(t)) ∈ [a, b]× [0,M + 1], donc :∣∣∣∣Φ(u+ h)− Φ(u)−
∫ b

a

∂xφ(t,u(t))(h(t))dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∫ 1

0

|h(t)|ω(|h(t)|)dsdt ≤ (b− a)‖h‖∞ω(‖h‖∞)

D’où :

Φ(u+ h)− Φ(u)−
∫ b

a

∂xφ(t,u(t))(h(t))dt = o(h){
C0([a, b],R)→ C0([a, b],R)

h 7→
∫ b
a
∂xφ(t,u(t))(h(t))dt

est bien une fonction linéaire continue. On en conclut que Φ est

bien différentiable en u et que la fonction linéaire continue mentionnée est bien sa différentielle.

Proposition 29 Si L :

{
[a, b]× F × F → R
(t, x, ẋ) 7→ L(t, x, ẋ)

est de classe C1, alors A :

{
C1([a, b], F × F)→ R
γ 7→

∫ b
a
L(t, γ(t), γ′(t))dt

est différentiable et :

dAu(h) =

∫ b

a

∂xL(t,u(t),u′(t))(h(t)) + ∂ẋL(t,u(t),u′(t))(h
′(t))dt

Lemme 30 (du Bois-Reymond) Soit u ∈ C0([a, b], F ∗) telle que :

∀v ∈ C1([a, b], F ) v(a) = v(b) = 0⇒
∫ b

a

〈u(t), v′(t)〉dt = 0

Alors u est un fonction constante.
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Définition 31 (Problème d’Euler-Lagrange) On dit que γ ∈ C1([a, b],Rn) est solution du
problème d’Euler-Lagrange si :

∀h ∈ C1([a, b],F)v(a) = v(b) = 0⇒ dAγ(h) = 0

où A est une fonctionnelle action du type de celle de la proposition 29.

Théorème 32 (Équation d’Euler-Lagrange)

Soit L :

{
[a, b]× F × F → R
(t, x, ẋ) 7→ L(t, x, ẋ)

est de classe C1.

γ est solution du problème d’Euler-Lagrange associé à A :

{
C1([a, b],Rn)→ R
γ 7→

∫ b
a
L(t, γ(t), γ′(t))dt

si et

seulement si

p :

{
[a, b]→ F ∗

t 7→ ∂ẋL(t,γ(t),γ′(t))

est dérivable et :

p′(t) = ∂xL(t,γ(t),γ′(t))

5 Équations de Hamilton
Dans cette section, on suppose que :

— L :

{
[a, b]× F × F → R
(t, x, ẋ) 7→ L(t, x, ẋ)

est de classe C3.

— Φ :

{
[a, b]× F × F → [a, b]× F × F ∗

(t, x, ẋ) 7→ (t, x, ∂ẋL(t,x,ẋ))
est un difféomorphisme.

Définition 33 (Hamiltonien)

On appelle Hamiltonien H :

{
[a, b]× F × F ∗ → R
(t, q, p) 7→ H(t, q, p)

la fonction telle que pour tout (t, x, ẋ) ∈

[a, b]× F × F ∗, on ait :{
H(t, q, p) = 〈p, ẋ〉 − L(t, x, ẋ)

(t, q, p) = Φ(t, x, ẋ)
, ce qui s’écrit aussi

{
H(t, q, p) = 〈p, ẋ〉 − L(t, x, ẋ)

p = ∂ẋL(t,x,ẋ)

.

Proposition 34 H est une fonction de classe C2 et :

∂pH(t,q,p) = ẋ

∂qH(t,q,p) = −∂xL(t,x,ẋ)

si p = ∂ẋL(t,x,ẋ).

Remarque : dans la première égalité, on a identifié (F ∗)∗ et F .
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Théorème 35 On appelle équations de Hamilton le système suivant :{
p′(t) = −∂qH(t,q(t),p(t))

q′(t) = ∂pH(t,q(t),p(t))

Si γ est solution des équations d’Euler-Lagrange alors t 7→ (γ(t), ∂ẋL(t,γ(t),γ′(t))) est solution des
équations de Hamilton.
Réciproquement si (q, p) est solution des équations de Hamilton, alors γ = q est solution des
équations d’Euler-Lagrange.

Corollaire 36 Les solutions des équations d’Euler-Lagrange ou des équations de Hamilton sont
de classe C2.

Définition 37 (Crochet de Poisson) Soit K : [a, b]×F ×F ∗ → R et J : [a, b]×F ×F ∗ → R
deux fonctionnelles de classe C2. On note {K,H} : [a, b] × F × F ∗ → R la fonction (appelée
crochet de Poisson de K et H) définie par :

{K, J}(t, q, p) = 〈∂qK(t,q,p), ∂pJ(t,q,p)〉 − 〈∂qJ(t,q,p), ∂pK(t,q,p)〉

Théorème 38 Soit (q, p) une solution des équations de Hamilton, K : [a, b]×Rn×Rn et classe
C2 et k(t) = K(t, q(t), p(t)). Alors

k′(t) =
∂K

∂t
(t, q(t), p(t)) + {K,H}(t, q(t), p(t))

En particulier, les équations de Hamitlon peuvent se réécrire sous la forme :

q′i = {q̃i, H}, p′i = {p̃i, H},

où q̃i et p̃i dans le crochet désignent les fonctions qui à (t, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) associent res-
pectivement qi et pi.

Corollaire 39 — Si H ne dépend pas du temps et que (q, p) est solution des équations de
Hamilton, alors :

t 7→ H(t, q(t), p(t)) est constant

— Si L ne dépend pas du temps et γ est solution des équations d’Euler-Lagrange, alors :

t 7→ H(t, γ(t), p(t)) est constant

où p(t) = ∂ẋL(t,γ(t),γ′(t)).

Définition 40 On dit que L est invariant par θ :

{
F → F

x 7→ θ(x)
si θ est de classe C3 et :

L(t, θ(x), ∂xθ(ẋ)) = L(t, x, ẋ).

Proposition 41 Si L est invariant par le difféomorphisme θ et γ est solution des équations
d’Euler Lagrange, alors θ ◦ γ est aussi solution des équations d’Euler-Lagrange.
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Théorème 42 (Noether) Soit θ :]− ε,+ε[×F → F
On suppose que :

— θ est de classe C2.
— pour tout x ∈ F , θ(0, x) = x,
— pour tout s ∈ I, x 7→ θ(s, x) est un difféomorphisme de F vers F , et L est invariant par

ce difféomorphisme.
Alors, la fonction K définie par :

K(t, q, p) = 〈p, ∂θ
∂s

(0, q)〉

vérifie
{K,H} = 0.

En particulier, si (q, p) est solution des équations de Hamilton :

t 7→ K(t, q(t), p(t)) est constant.

Preuve :
Soit (t, q, p) = Φ(t, x, ẋ).

{K,H}(t, q, p) = 〈∂qK(t,q,p), ∂pH(t,q,p)〉 − 〈∂qH(t,q,p), ∂pK(t,q,p)〉

= 〈〈p, ∂x(
∂θ

∂s
)(0,q)〉, ẋ〉+ 〈∂xL(t,x,ẋ),

∂θ

∂s
(0, q)〉

= ∂ẋL(t,x,ẋ)(∂x(
∂θ

∂s
)(0,q)(ẋ))− ∂xL(t,x,ẋ)(

∂θ

∂s
(0, x))

Or, en dérivant l(s) = L(t, θ(s, x), dxθ(s,x)(ẋ)), on obtient :

0 = l′(0) = ∂ẋL(t,x,ẋ)(∂x(
∂θ

∂s
)(0,q)(ẋ))− ∂xL(t,x,ẋ)(

∂θ

∂s
(0, x))

D’où on conclut que :
{K,H}(t, q, p) = 0
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