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– Durée de l’épreuve : 2 heures.
– Tous les documents sont autorisés.
– Il est permis (et conseillé) d’utiliser les questions précédentes, même si elles n’ont pas été traitées.

1 Fonction localement lipschitzienne

1.1) Montrer qu’une fonction f : R→ R de classe C1 est localement lipschitzienne (i.e. pour tout x,
il existe un voisinage V de x sur lequel f est lipschitzienne).

Solution : Soit f de classe C1.
Soit x ∈ R.
f ′ est bornée sur le segment [x−1, x+1] car f ′ est continue. SoitM le majorant de f ′ sur [x−1, x+1].
Par l’inégalité des accroissements finis, f est M -lipschitzienne sur [x− 1, x+ 1].
1.2) Montrer que x 7→ x2 est localement lipschitzienne mais pas lispchitzienne.

Solution : x 7→ x2 est C1 et donc localement lipschitzienne.
Pour tout k ≥ 0, on a |(k + 1)2 − k2| = 2k + 1 > k|k + 1− 1|. Donc x 7→ x2 n’est pas lipschitzienne.

2 Noether

On considère le lagrangien L(t, x, y, ẋ, ẏ) = xy + ẋẏ et h :


R× R2 → R2

(s,

(
x

y

)
)→

(
eλsx

e−λsy

)
.

2.1) Donner les équations d’Euler-Lagrange associées.
Solution : ∂L

∂x = y, ∂L∂y = x, ∂L∂ẋ = ẏ, ∂L∂ẏ = ẋ.
Les équations d’Euler Lagrange s’écrivent donc : (x′)′ = x et (y′)′ = y.
2.2) Montrer que les solutions des équations d’Euler-Lagrange sont de classe C2.

Solution : x′ est dérivable, donc x est dérivable deux fois et donc continue. Comme x′′ = x, x est C2.
On raisonne de façon analogue pour y.

2.3) A-t-on conservation de l’énergie pour ces solutions ? Si, oui, expliciter cette énergie.
Solution : La solution est C2 et le lagrangien est indépendant du temps. On a donc conservation de
l’énergie. Cette énergie est donnée par :

E(x, y, ẋ, ẏ) = ẋẏ + ẏẋ− (xy + ẋẏ) = ẋẏ − xy
2.4) Montrer que :

– pour s ∈ R,

{
R2 → R2

X 7→ h(s,X)
est un difféomorphisme.

– h(s+ r,X) = h(s, h(r,X)) pour r, s ∈ R, X ∈ R2.
– h(0, X) = X pour X ∈ R2.
– h est C3.

Solution : h(s+ r,

(
x
y

)
) =

(
eλ(r+s)x
e−λ(r+s)y

)
=

(
eλreλsx
e−λre−λsy

)
= h(r,

(
eλsx
e−λsy

)
) = h(r, h(s,

(
x
y

)
))

h(0,

(
x
y

)
) =

(
eλ0x
e−λ0y

)
) =

(
x
y

)
(s, x, y) 7→ esλ et (s, x, y) 7→ e−sλ sont de classe C∞. Donc h est de classe C∞, car ses composantes

sont des produits de fonctions C∞.
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h(s, .) et h(−s, .) sont de classes C1, bijectives et réciproques l’une de l’autre. Donc h(s, .) est bien un
difféomorphisme.

2.5) Expliciter la quantité conservée associée au groupe de difféomorphismes h que donne le théorème
de Noether.

Solution :
Le lagrangien L est bien invariant par h :
L(t, h1(s, x, y), h2(s, x, y),

∂h1

∂x (s, x, y)ẋ + ∂h1

∂y (s, x, y)ẏ, ∂h2

∂x (s, x, y)ẋ + ∂h2

∂y (s, x, y)ẏ) = eλsxe−λsy +

(eλsẋ+ 0ẏ)(0ẋ+ e−λsẏ) = L(t, x, y, ẋ, ẏ)
En tenant en compte de la question précédente, on a par le théorème de Noether conservation de la

quantité suivante :

I(t, x, y, ẋ, ẏ) =

〈
∂h
∂s (0,

(
x
y

)
),

(∂L
∂ẋ (t, x, y, ẋ, ẏ)
∂L
∂ẏ (t, x, y, ẋ, ẏ)

)〉
=

〈(
λx
−λy

)
,

(
ẏ
ẋ

)〉
= λ(xẏ − yẋ).

3 Oscillateur forcé

On considère L(t, x, ẋ) = 1
2 (ẋ− cos(t))2 − 1

2x
2 + x3

3.1) Déterminer les équations d’Euler-Lagrange associées.
Solution : ∂L

∂ẋ = ẋ− cos(t), ∂L∂x = −x+ 3x2

L’équation d’Euler-Lagrange associée est :

(x′ − cos)′ = −x+ 3x2

Cela s’écrit aussi, du fait de la dérivabilité de cos : x′′ = −x+ 3x2 − sin
3.2) Écrire les équations de Hamilton associées (On explicitera la Hamiltonien ainsi que les variables

canoniques p et q).
Solution : ẋ 7→ ∂L

∂ẋ (t, x, ẋ) = ẋ− cos(t) est un difféomorphisme pour tout t et tout x, et L est de classe
C3.

On pose :
H(t, x, ∂L∂ẋ (t, x, ẋ)) = ẋ∂L∂ẋ (t, x, ẋ)− L(t, x, ẋ)
En posant q = x, p = ẋ− cos(t) on a ẋ = p+ cos(t) et donc :
H(t, q, p) = (p+ cos(t))p− L(t, q, p+ cos(t)) = p(p+ cos(t))− ( 12p

2 − 1
2q

2 + q3)
D’où :

H(t, q, p) =
1

2
p2 + p cos(t) +

1

2
q2 − q3,

p′(t) = −∂H
∂q

(t, q(t), p(t)) = −q(t) + 3q(t)2, q′(t) =
∂H

∂p
(t, q(t), p(t)) = p(t) + cos(t).

4 Chaînette

On considère λ, u, v de classe C2 telles que :
– u′2 + v′2 = 1
– (u, v) est solution du problème d’Euler-Lagrange associé au lagrangien L(t, x, y, ẋ, ẏ) = y − (ẋ2 +
ẏ2)λ(t)

– Il existe t0 tel que u′(t0)λ(t0) 6= 0 et u′(t0) > 0.
4.1) Déterminer les équations d’Euler-Lagrange vérifiées par u et v.

Solution : (−2u′λ)′ = 0, (−2v′λ)′ = 1

4.2) En déduire que v′

u′ est bien défini pour tout temps et que c’est une fonction affine.

Solution : 2u′λ = C = − 1
β , avec C 6= 0.
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Donc λ = −1
βu′

v′ 1u′ = α+ βt
4.3) En déduire une équation différentielle sur v et que v peut se mettre sous la forme v(t) =

γ + 1
β

√
1 + (α+ βt)2.

Solution : v′

u′ = α+ βt

Comme u′ > 0 et u′2 + v′2 = 1, on a u′ =
√
1− v′2 : v′√

1−v′2 = α+ βt.
D’où :
v′ = α+βt√

1+(α+βt)2

4.4) Montrer que u peut se mettre sous la forme u(t) = δ + 1
β arcsinh(βt+ α).

(arcsinh est la fonction réciproque de sinh)
Solution : u′(t) = v′(t)

α+βt =
1√

1+(α+βt)2

4.5) Donner une expression de λ.
Solution : λ(t) = 1

−2βu′(t) =
−1
2β

√
1 + (α+ βt)2

5 Équation d’Hamilton-Jacobi

On considèreH :

{
R× R× R→ R
(t, q, p) 7→ H(t, q, p)

un Hamiltonien de classe C2, une fonction u0 :

{
R→ R
x 7→ u0(x)

de classe C2.

Soit T > 0 et soit u :

{
[0, T [×R→ R
(t, x) 7→ u(t, x)

une fonction de classe C2 telle que :

∂u

∂t
(t, x) +H(t, x,

∂u

∂x
(t, x)) = 0

Soit (q, p) : [0, ε[→ R une solution des équations suivantes :{
q′(t) = ∂H

∂p (t, q(t), p(t))

p(t) = ∂u
∂x (t, q(t))

5.1) Soit g(t) = u(t, q(t)). Montrer que g′(t) = p(t)q′(t)−H(t, q(t), p(t)).

Solution : g′(t) = ∂u
∂t (t, q(t), p(t)) +

∂u
∂x (t, q(t), p(t))q

′(t) = p′(t)q(t)−H(t, q(t), p(t))

5.2) Donner une expression de ∂u
∂x∂t (t, x).

En déduire que (q, p) est solution des équations de Hamilton.

Solution : ∂2u
∂x∂t (t, x) = −

∂H
∂q (t, x,

∂u
∂x (t, x))−

∂2u
∂x2 (t, x)

∂H
∂p (t, x,

∂u
∂x (t, x))

p′(t) = ∂2u
∂x∂t (t, q(t)) + q′(t)∂

2u
∂x2 (t, q(t)) = −∂H∂p (t, q(t), p(t))

On suppose désormais que H(t, q, p) = 1
2p

2 − 1
2q

2 et u0(x) = 0.
5.3) Expliciter les équations de Hamilton.

Solution : q′ = p , p′ = q

5.4) Soit x ∈ R. Montrer que le système


q(0) = x

p(0) = 0

p′ = −∂H∂q , q
′ = ∂H

∂p

admet une unique solution sur R+,

et expliciter cette solution et calculer g tel que g(0) = 0 et g′(t) = p(t)q′(t)−H(t, q(t), p(t)).

Solution : Cauchy-Lipschitz.
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q(t) = x cosh(t) et p(t) = x sinh(t)
g′(t) = x2 sinh(t)2 − 1

2 (x
2 sinh2(t) − x2 cosh(t)2) = x2 sinh2(t) + 1

2x
2 = 1

2x
2(cosh(2t) − 1) + 1

2x
2 =

x2

2 cosh(2t)

Donc g(t) = x2

4 sinh(2t)

5.5) Soit v(t, x) tel que v(t, x cosh(t)) = x2

4 sinh(2t) = x2

2 sinh(t) cosh(t).
Montrer que ∂v

∂x (t, x cosh(t)) = x sinh(t). En déduire que :

∂v

∂t
(t, x) +H(t, x,

∂v

∂x
(t, x)) = 0, v(0, x) = u0(x) = 0

Solution : En différentiant par rapport à x :
cosh(t) ∂v∂x (t, x cosh(t)) = x cosh(t) sinh(t)

H(t, x cosh(t), ∂v∂x (t, x cosh(t))) = H(t, x cosh(t), x sinh(t)) = −x
2

2 cosh(t)2 + x2

2 sinh(t)2 = −x2

2
En différentiant par rapport à t :
x sinh(t) ∂v∂x (t, x cosh(t)) +

∂v
∂t (t, x cosh(t)) =

x2

2 (sinh(t) sinh(t) + cosh(t) cosh(t))

x sinh(t)2 + ∂v
∂t (t, x cosh(t)) =

x2

2 (2 sinh(t)2 + 1)
D’où :
∂v
∂t (t, x cosh(t)) =

x2

2
On en déduit que :
∂v
∂t (t, x cosh(t)) +H(t, x cosh(t), ∂v∂x (t, x cosh(t))) = 0

D’où : ∂v∂t (t, y) +H(t, x, ∂v∂x (t, y)) = 0
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