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Exercice I. Reproduire la démonstration faite en cours : la limite uniforme d’une suite de fonctions continues
est une fonction continue. Donner un contre-exemple montrant que la limite simple d’une suite de fonctions
continues peut être discontinue.

Solution:

• Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues définies sur I convergeant uniformément vers f .
Soit x ∈ I.
Soit ε > 0.
Soit n tel que supI |fn − f | ≤ ε

3 .
Soit α > 0 tel que si |y − x| ≤ α alors |fn(y)− fn(x)| ≤ ε

3 .
Alors pour y tel que |y − x| ≤ α, on a:

|f(y)−f(x)| ≤ |f(y)−fn(y)|+ |fn(y)−fn(x)|+ |fn(x)−f(x)| ≤ sup
I
|f−fn|+

ε

3
+sup

I
|fn−f | ≤ 3

ε

3
= ε

On en déduit que f est continue en x.
On en conlut que la limite uniforme de fonctions continues est bien continue.

• On prend fn(x) = arctan(nx).
fn est une fonction continue sur R.

Sa limite simple est f :


R→ R

x 7→


−π2 si x < 0

0 si x = 0
π
2 si x > 0

.

Exercice II. On considère la série entière
∑
n 4

nn2xn.
(i) Déterminer le rayon de convergence R.

Solution: Soit x 6= 0. On applique le critère de d’Alembert à la série
∑
n an, avec an = 4nn2xn.

On a an+1

an
= 4x(1 + 1

n2 ) et donc limn→∞
an+1

an
= 4x.

Donc:

• Pour |x| > 1
4 , série diverge.

• Pour |x| < 1
4 , série converge.

On en conclut que le rayon de convergence est R = 1
4 .

(ii) A-t-on convergence lorsque x = ±R?
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Solution: Le terme général de la série est de module n2 lorsque |x| = R = 1
4 . Ce dernier est donc

divergent. Donc, la série diverge pour x = ±R.
(iii) Déterminer a, b, c tels que n2 = a(n+ 1)(n+ 2) + b(n+ 1) + c.

Solution: En développant, on obtient:

n2 = an2 + (3a+ b)n+ 2a+ b+ c

Donc, en identifiant terme à terme, on obtient a = 1, b = 0− 3a = −3, c = −2a− b = 1 et donc:

n2 = (n+ 1)(n+ 2)− 3(n+ 1) + 1

(iv) Écrire le développment série entière de (1− z)−1.

Solution: (1− z)−1 =
∑∞
n=0 z

n pour |z| < 1.

Solution: La dérivée de zn est nzn−1.
Le rayon de convergence de

∑
n z

n est limn→∞
1
1 = 1.

Le rayon de convergence de
∑
n nz

n−1 est limn→∞
n
n+1 = 1.

Ces deux séries entières convergent normalement sur [−a, a] pour 0 < a < 1.
On en conclut que la dérivée de 1

1−z est pour z ∈ [−a, a]:

(1− z)−2 =

∞∑
n=1

nzn−1 =

∞∑
k=0

(k + 1)zk

Donc la dérivée de de 1
1−z est pour z ∈]− 1, 1[:

(1− z)−2 =

∞∑
n=1

nzn−1 =

∞∑
k=0

(k + 1)zk

Le rayon de convergence de
∑
k(k + 1)zk est limn→∞

k+1
k+2 = 1.

Le rayon de convergence de
∑
k k(k + 1)zk−1 est limn→∞

k(k+1)
(k+1)(k+2) = 1.

Ces deux séries entières convergent normalement sur [−a, a] pour 0 < a < 1.
On en conclut que la dérivée de 1

1−z est pour z ∈ [−a, a]:

(1− z)−2 =

∞∑
n=1

(k − 1)kzk−1 =

∞∑
k=0

(j + 1)(j + 2)zj

Donc la dérivée de de 1
1−z est pour z ∈]− 1, 1[:

(1− z)−2 =

∞∑
n=1

(k − 1)kzk−1 =

∞∑
j=0

(j + 1)(j + 2)zj

Par dérivation des séries entières à l’intérieur du disque de convergence, on obtient:

(1− z)−2 =

∞∑
n=1

nzn−1 =

∞∑
k=0

(k + 1)zk, pour |z| < 1
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En dérivant une seconde fois, on obtient:

2(1− z)−3 =

∞∑
k=1

k(k + 1)zk−1 =

∞∑
j=0

(j + 1)(j + 2)zj , pour |z| < 1

Remarque:

Il était aussi possible d’utiliser le produit de Cauchy pour prouver ce résultat.

En effet,
∑
n |1zn| converge pour |z| < 1. On a donc pour |z| < 1:[ ∞∑

n=0

zn

]
·

[ ∞∑
n=0

zn

]
=

∞∑
n=0

zn

[
n∑
k=0

1 · 1

]
=

∞∑
n=0

(n+ 1)zn

D’où (1− z)−2 = (1− z)−1(1− z)−1 =
∑∞
n=0(n+ 1)zn+1 pour |z| < 1.

Comme
∑
n |zn| et

∑
n |(n+ 1)zn| convergent pour |z| < 1, on a pour |z| < 1:

(1− z)−3 = (1− z)−1(1− z)−2 =

[ ∞∑
n=0

zn

]
·

[ ∞∑
n=0

(n+ 1)zn

]

=

∞∑
n=0

zn

[
n∑
k=0

1 · (k + 1)

]
=

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2
zn

(v)

(vi) Montrer que
∑∞
n=0 n

2xn = x+x2

(1−x)3 .

Solution:

∞∑
n=0

n2xn =

∞∑
n=0

xn − 3

∞∑
n=0

(n+ 1)xn +

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)xn =
1

1− x
− 3

(1− x)2
+

2

(1− x)3

=
1− 2x+ x2 − 3(1− x) + 2

(1− x)3
=

x+ x2

(1− x)3

(vii) En déduire la valeur de
∑∞
n=0 4

nn2xn.

Solution: Pour |x| ≤ 1
4 , on a |4x| ≤ 1 et donc:

∞∑
n=0

4nn2xn =

∞∑
n=0

n2(4x)n =
4x+ (4x)2

(1− 4x)3
=

4x+ 16x2

(1− 4x)3

Exercice III.

On considère la série de fonctions de terme général fn =

{
R→ R
x 7→ x

ne
−nx2 .

(i) Montrer que
∑
n fn converge normalement sur R.
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Solution:
f ′n(x) = (

1

n
− 2x2)e−nx

2

Comme fn est donc croissante sur [0, 1√
2n

] et décroissante sur [ 1√
2n
,+∞[, le maximum de fn sur R+

existe et vaut fn( 1√
2n

). Comme fn est positive sur R+, on a donc:

sup
R+

|fn| = fn(
1√
2n

) =
e

1√
2n

n
√
2n

Comme fn est impaire, on en déduit que:

sup
R
|fn| =

e
1√
2n

n
√
2n

Comme 0 ≤ supR |fn| ≤ n−
3
2 , on en déduit que supR |fn| converge et donc que

∑
n fn converge

normalement.

(ii) Soit M > a > 0. Montrer que
∑
n f
′
n converge normalement sur [a,M ] et [−M,−a].

Solution: Soit x ∈ [−M,−a] ∪ [a,M ]. Comme exp est croissante et que −x2 ≤ −a2, on a e−nx
2 ≤

e−na
2

. D’où
|fn(x)| ≤ (

1

n
+ 2M2)e−na

2

≤ (1 + 2M2)e−na
2

On en déduit que sup[−M,−a]∪[a,M ] |f ′n| ≤ (1+ 2M2)e−na
2

. Comme
∑
n e
−na2 converge (car |e−na2 | <

1), on en conclut que
∑
n sup[−M,−a]∪[a,M ] |f ′n| converge et donc que

∑
n f
′
n converge normalement sur

[−M,−a] ∪ [a,M ].

(iii) Montrer que f =
∑∞
n=1 fn est de classe C1 sur R− {0}.

Solution: Comme
∑
n fn et

∑
n f
′
n convergent normalement sur [−M,−a] ∪ [a,M ] et que fn et f ′n

est continue,
∑∞
n=1(fn)|[−M,−a]∪[a,M ] est de classe C1 de dérivée

∑∞
n=1(f

′
n)|[−M,−a]∪[a,M ].

On en conclut que
∑∞
n=1(fn) est C

1 de dérivée
∑∞
n=1 f

′
n sur ] −M,−a[∪]a,M [ pour 0 < a < M , et

donc sur ]−∞, 0[∪]0,∞[.
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