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Exercice I. Soient f(z) = 5 5 et I'r: {t . Reit
(i) Trouver a,b tels que 22_§Z+2 ==t5 "t Z_li_i.
ion: . b (atb)zr(—1—i)at(=1+i)b . a+b=0
Solution: On a: Z_‘i+i+z_1_i = P P . En résolvant {(_1 CHat (—14+ib=1 ,
on obtient a = % et b= f%.

(ii) Montrer qu'il existe ¢ € C et une fonction g holomorphe pour z tel que I(z) > 0 telle que
f(2) = == +9(2).

. = s 4 pi(z—1—i) i—1

Solution: On a f(z) = zfel_H +be'te P L+ zbfl—i'
iz . i(z—1—i))k—1

On pose: g(z2) = ;%95 + bei =13 %

Le premier terme est holomorphe pour 3z > 0 car le dénominateur ne s’annule pas pour (z) > 0.

Le deuxiéme terme est homolomorphe sur C car c’est la somme d’une série entiére dont le rayon de
convergence est infini.

Donc g est holomorphe pour &(z) > 0 et on a bien:

(iii) En déduire la valeur de:

/rR I /[—R,m .

Solution: Comme g est holomorphe pour $(z) > 0, g est également holomorphe & lintérieur de

FR U [—R, R] On en déduit que:
/ /—R R
R [ \R]

[oof gof =
Tr [~ R,R] rp2—1—-1 Jopgrz—-1-1

On a alors les cas suivants:

On a donc

e Pour R > /2, Tgr U[—R, R] fait un tour autour de 1 +i. On a donc:

/ f+/ f = 2mic = el ™!
T'r [-R,R]



e Pour 0 < R < /2, f est holomorphe a l'intérieur de I'p U [~ R, R] et donc:

S L=

e Pour R = /2, fFR f n’est pas définie.

0,711 - R
(iv) Soit hp : {[ ] Re—Rsin(t) . Montrer que hg converge uniformément vers la fonction nulle
L= [Rat 2R 2]

lorsque R — +00.

Solution: Pour ¢ € [0,7], sin(t) > 0 et donc |e"#s"(®)| < 1. De plus, |(Re'*)? — 2Re* + 2| >
[|R? — 2R| - 2|.
On a donc |hg(t)| < HngR\*ZI pour tout ¢ € [0, 7).
Or limg_ o m = 0. Donc hg converge uniformément vers 0.
(v) A l'aide de la question précédente, déterminer la limite suivante: limp_, 4 o fFR f.

eiRe“

Solution: On a fFR f= [T fTr@TR(H)dt = [ miReitdt'

Donc: Rein(®) (R coslt)
™ R - sin 'R 1fv cos ™
|/ f|§/ - 't2|1 e't |dt:/ hr
Tr o |(Re")? — Re' + 2 0

. > . ™
Or, comme hp converge uniformément vers 0 lorsque R — 0o, on a: limpg_, 4 o fo hr = 0.

Comme | fFR f1< foﬂ hg, on en déduit par théoréme de comparaison que:

dm [ 1=0

(vi) En déduire la valeur de [~ f(z)dz.

Solution: [*_ f(z)dz =limpg_u f[fR mf

Or, pour R > /2, on a: f[_R R] f=me 1t — er [

Donc:

/C><J f(z)dz = me~ 11
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