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Cours-TD sur le conditionnement

Bien que la résolution d’un systéme linéaire ou d’un probleme aux valeurs
propres soit en principe simple, on peut se heurter rapidement a la sensibilité
du probleme aux données et a ’explosion du nombre d’itérations nécessaires a
la résolution du probleme.

Le concept de conditionnement est en fait largement théorique : pour le calculer,
il faut résoudre le probleme dont on veut évaluer la complexité !

1 Rappels sur les normes

1.1) Equivalences de normes
Soit x € M, 1(R). Montrer que :

[2lloo < llzll2 < (|2l
1
vn
1.2) Normes subordonnées

Soit [ Alllx = sup,.o ”mﬁ"[’“, pour A € M, »(R) . Montrer pour A € M,(R)
que :

Il < llzllz2 < Vil

n
Al = max Y [a]
J “
=1

| Alll2 = v/sup{|A|, A valeur propre de A*A}
lAllse = max Y las;]
j=1

(On majorera d’abord ||Az|| pour majorer la norme subordonnée. On prendra
ensuite un vecteur bien choisi pour la minorer)

1.3) Montrer que la norme de Froebenius Np(A) = />, ; |a; ;|* n'est pas une

norme subordonnée.

2 Conditionnement

Soit A € M,(R) inversible et b € R™, b # 0. On note = 'unique solution de
Az = b. Soit §A € M, (R) telle que ||A7Y||[[§A4]| < 1 (on a choisi pour || - || une
norme subordonnée & une norme vectorielle.)

2.1) Montrer que I + A71§A est inversible et que

1

(I +A6A) | < —— .
L—[[A=H[lloAl



2.2) En déduire que si dx vérifie (A+0A)(x + dx) = b+ b avec §b € R™, alors

1ozl o w(A) <||5b n ||5A||>

- 0A
2l = 1= a4l

oit (A) = [| Al A=)l

k(A) est appelé le conditionnement de la matrice A.

2.2.1) Montrer que les matrices de conditionnement égal a 1 sont les produits
d’une isométrie et d’'une homothétie. On se place dans M, (C). Montrer que les
isométries ont des valeurs propres de module 1 et sont diagonalisables.

2.3) Conditionnement pour la norme euclidienne

Exprimer le conditionnnement d’une matrice A en fonction des valeurs propresE|
de AA*. Quel est le conditionnement associé a la norme euclidienne d’une ma-
trice normale (c’est-a-dire qui commute avec son adjointe) ?

2.4) Conditionnement de la matrice de discrétisation du laplacien

2 -1 0 ... 0
-1
Soit A=1| ¢ . -, -, o | une matrice de taille n x n.
: . "L |
o ... 0 -1 2

2.4.1) Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres de A?
(On pourra utiliser la théorie de Fourier discréteE[)
2.4.2) En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de A.
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2.4.3) Mémes questions avec M = | 0
1
0 ... 0 ¢ %

3 Conditionnement d’un probleme aux valeurs propres

Dans cette section, on considére une norme matricielle telle que :

A 0 ... 0

0 = sup |\
: S0 1<i<n

0 ... 0 N\,

1. Ces réels positifs sont appelées valeurs singuliéres de A.

2. On utilisera en particulier sin(a) + sin(b) = 2 cos (%_b) sin (a2 b).



3.1) Théoréme de Bauer-Fike
Soit A une matrice diagonalisable et P telle que D = P~!AP soit diagonale.
Montrer que :

Sp(A+d4)c | BF(\k(P)|5A])
AESp(A)

On appelle conditionnement de A relativement au calcul des valeurs propres le
réel suivant :

I'(4) =

= inf
P inversible tel que P—1 AP diagonale

k(P).
Pour A non-diagonalisable, on note :

I'A) =0

Montrer que :

Sp(A+d4)c |J BF(\T(A)sA])

AESP(A)
0 ... ... 0 ¢
1o D0
3.2) Soit A= | .. .. i | unematricede taille nxn. Quelles sont les
: . - 00
0 ... 0 10

valeurs propres de A7 Montrer que %5_1"’% <T1(A) <n%clpour0<e<l
et que I's(A) =1 pour € = 1.

. 1 j 2T N
Solution : Les valeurs propres sont e»w¥, avec w = e’ . Les vecteurs propres a
n=1 k(n—1)
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La minoration s’obtient en utilisant Bauer-Fike.

3.3) Conditionnement et polynoéme charactéristique

Soit P un polynéme unitaire et C(P) la matrice compagnon associée.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I'(C(P)) < oo.
Pourquoi faut-il éviter de calculer le polynome caractéristique pour approcher
les valeurs propres d’une matrice normale 7

Solution : On a souvent (et méme génériquement) 1 = I'(A) << T'(C(x(4))).
Les calculs de valeurs propres sont donc beaucoup moins précis avec le polynome
caractéristique.

4 Préconditionnement (diagonal)

En plus de limiter la précision des réponses possibles, le conditionnement est ce
qui ralentit le plus les méthodes itératives, dont certaines seront étudiées plus
tard dans I'année.

Par exemple, le gradient conjugué est une méthode permettant de trouver la
solution de Ax = b lorsque A est une matrice définie positive. Soit x; la suite
des itérés du gradient conjugué. On a alors :E|

k
s — 2l = 2+/ma(A) (%ﬁj) o — o]l

Un pré-conditionneur C' d’une matrice A est une matrice dont 'inverse est
connue qui est telle que x(C~!A) soit le plus faible possible. Le but de cet
exercice est donner un exemple de pré-conditionneur.

MO ... 0
21) soitD=| 0 7 T lavee m<a <. <A,
P
0 ... 0 X\,

Soit A tel que ||D — Al| < A;. Minorer k(A) et majorer k(D~1A).

ion : An—||A=D]| -1 1+ A-DJA;!
Solution : I‘E(A) 2 m, I‘E(D A) § W

4.2) Soit A une matrice telle que A — D soit symétrique positive. Minorer k(A)
et majorer K(D1A) = k(D"2AD"2).
Solution : #(A4) = 3=, K(D7'A) <1+ ||[A—DIAT".

D est appelé préconditionneur diagonal.

3. Dans le cas du gradient & pas optimal, on obtient
K2 (A) — 1)k
- = A | ———— — .
llzk — zll2 = Vr2(A) (m(A) 1 llzo — zll2

Lorsque 'on sait de plus que le conditionnement de la matrice du laplacien discret est élevé,
on mesure alors tout l'intérét du gradient conjugué par rapport au gradient & pas optimal.



5 Meéthode de la puissance

5.1) Soit A ayant une valeur propre A de plus grand module unique et simple.
Soit z un vecteur propre a droite et [ un vecteur propre a gauche tels que lz = 1.
Soit p une valeur propre de second plus grand module. Montrer que pour une
norme convenablement choisie :

[A%z0 — l(zo) A"z < (|p| + )"

5.2)
Soit L forme linéraire tel que L(z) # 0. Montrer que :
lim A"z =7
noo L(Anzo)  L(x)
L(AnJrll'o)
lim ———— =\
M il 0, alors D R (7
ontrer que si I(zg) # 0, alors lim,, ) AT = T Tal-

5.3) Méthode de la puissance inverse Comme feriez vous pour calculer la
valeur propre de plus petit module ou plus génénralement la plus proche d’un
certain nombre complexe ?

Remarque culturelle : De maniere générale, on peut définir le conditionnement
d’un probléme au vecteur propre associé & A par ||S||, oit S est un opérateur de
rang n — 1 tel que (S(A = A))|ker: = Id et Sz = 0.

6 Matrices a diagonales dominantes

6.1) Théoréeme de Gershgorin
Soit A € M, (R). Montrer que :

n

Sp(A) C U B(ais, Z |aik)

i=1 ki

Pour A € Sp(A) et (z;)1<i<n un vecteur propre associé, on écrira (a;; — \)z; =
Z]‘ iaijxj.
6.2) Matrices a diagonales strictement dominantes
Soit A une matrice a diagonale strictement dominante, c’est-a-dire telle que
Vi o ag > Zj;éi |Cbij|
ail Lo A1k
Montrer que | : © | #Opour ke {l,...,n}.
a1 ... Qi
Donc, la matrice A admet une décomposition LU.
6.3) Matrices & diagonale dominante, strictement pour une ligne et
irréductibles.
On suppose que A :



= Vi ag| > 37, ag]

= Naigiol > 2250 [@ioj]

— Pour tout 7 # j, il existe iy, ..., tels que : ay, # 0,a4,4, #0,...,a;,; # 0.
Montrer que :

- Vi (4273 75 0
— Montrer que A est inversible. (On pourra montrer que 1 n’est pas valeur
ail 0
propre de I — D™*A avec D = )
0 Gnn
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