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Lemmes de Grönwall

� Si u, α, β ∈ L∞loc positives telles que ∀t ∈ [t0, tf ] u(t) ≤ α(t) +
∫ t
t0
uβ, alors,

∀t ∈ [t0, tf ] u(t) ≤ α(t) +
∫ t
t0
α(s)β(s)e

∫ t
s
βds

� Soient (un)n∈N, (αn)n∈N, βn∈N des suites positives telles que un ≤ αn+
∑n−1
i=0 uiβi,

alors ∀n ∈ N un ≤ αn +
∑n−1
i=0 αiβie

∑n−1
j=i βj .

Dé�nitions

On considère u solution du problème de Cauchy

{
u′ = f(t, u) sur [t0, tf ]

u(t0) = u0
, avec

f continue localement lipschtizienne par rapport à u.

� Forme générale d'un schéma à un pas :


u0 = u(t0)

ui+1 = ui + hi+1F (ti, ui, hi+1)∑k
i=1 hi = tk − t0,

.

� Erreur de consistance d'un schéma, pour u solution :
εh1,...,hn =

∑n−1
i=0 ‖u (ti+1)− u (ti)− hi+1F (u(ti), ti, hi+1)‖.

� Un schéma est dit consistant si lim
suphi→0,

∑n
i=1=tf−t0

εh1,h2,...,hn
= 0.

� Un schéma est dit stable, si il existe Λ pour tout ui, vi, δi, hi tels que
u0 = u(t0), ui+1 = ui + hi+1F (ti, ui, hi+1)

v0 = u(t0) + δ0, vi+1 = vi + hi+1F (ti, vi, hi+1) + δi+1∑n
i=1 hi = tf − t0

,

on ait ∀i ∈ {1, . . . n} ‖ui − vi‖ ≤ Λ
∑n
j=0 ‖δj‖.

� On dit qu'un schéma est convergent si lim
suphi→0

sup0≤i≤n ‖ui − u(ti)‖ = 0 .

� Un schéma est d'ordre k si sup0≤i≤n ‖ui − u(ti)‖ = O((sup1≤i≤n hi)
k).

Conditions de convergence

� Un schéma stable et consistant est également convergent.
� Si le schéma est stable, et que l'erreur de consistance est d'ordre k, alors le
schéma est consistant à l'ordre k.

� Si F est continue et F (t, u, h) = f(t, u), alors le schéma est consistant.
� Si F est L-lipschitzienne par rapport à u, alors le schéma est stable (Λ =
eL(tf−t0)).

� Si f et F sont de classe Cp avec p ∈ N∗, alors le schéma est d'ordre p si :

∀0 ≤ k ≤ p− 1 ∂kF
∂hk (t, u(t), 0) = u(k+1)(t)

k+1 .
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Exemples de schémas à un pas

� Une méthode est dite explicite si elle ne requiert pas de calculer l'inverse (au
sens de la composition) d'une fonction.

� Méthode de Runge-Kutta générale :

{
uk,i = uk + hk+1

∑p
j=1 ai,jf(tk + hk+1cj , uk,j)

uk+1 = uk + hk+1

∑p
i=1 bif(tk + hk+1ci, uk,i)

.

Méthode de construction : prendre ai,j , bj , cj tels que :

{∑p
i=1 ai,jg(cj) ≈

∫ ci
0
g∑p

i=1 big(ci) ≈
∫ 1

0
g

.

On note (tableau de Butcher) :

c1 a11 a12 . . . a1p
c2 a21 a22 . . . a2p
...

...
...

...
cp ap1 ap2 . . . app

b1 b2 . . . bp

.

La méthode est explicite si et seulement si ∀i ≤ j aij = 0.

� Euler explicite : uk+1 = uk + hk+1f(tk, uk). Tableau
0 0

1
. Ordre 1.

� Euler implicite : uk+1 = uk + hk+1f(tk+1, uk+1). Tableau
1 1

1
. Ordre 1.

� Méthode de Heun :

{
uk,2 = uk + hk+1f(tk, uk)

uk+1 = uk + hk+1

2 (f(tk, uk) + f(tk+1, uk,2))
. Tableau

0 0 0
1 1 0

1
2

1
2

. Ordre 2.

� Runge-Kutta 4 :



fk,1 = f(tk, uk)

fk,2 = f(tk + hk+1

2 , uk + hk+1

2 fk,1)

fk,3 = f(tk + hk+1

2 , uk + hk+1

2 fk,2)

fk,4 = f(tk + hk+1, uk + hk+1fk,3)

uk+1 = uk + hk+1
fk,1+2fk,2+2fk,3+fk,4

6

. Tableau

0 0 0 0 0
1
2

1
2 0 0 0

1
2 0 1

2 0 0
1 0 0 1 0

1
6

1
3

1
3

1
6

.

Ordre 4.

� Point-milieu implicite (Crank-Nicolson) :

{
uk+ 1

2
= uk + hk+1

2 f(tk, uk)

uk+1 = uk+ 1
2

+ hk+1

2 f(tk + hk+1, uk+1)
.

Tableau :

0 0 0
1 1

2
1
2

1
2

1
2

. Ordre 2.
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