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Lemmes de Gronwall

— Siw,a,B € Ly, positives telles que Vt € [to, tr] u(t) < aft)+ ftto uf3, alors,
V€ [to, ] u(t) < a(t)+ [} a(s)B(s)el: Pds
— Soient (Un )neN, (W )nen, Brnen des suites positives telles que u,, < an—i—Z::Ol u; 3,

_ n—1 5.
alors Vn € N u, < a, + 2?201 a; Bie=i=i B,

Définitions
u' = f(t,u) sur [tg,t
On considére u solution du probléme de Cauchy ft,w) [to, 4] , avec
U(to) = UQ
f continue localement lipschtizienne par rapport a u.
ug = u(to)

Forme générale d'un schéma & un pas : w11 = u; + hip1F (¢, us, hisr)

Zle h1 - tk - th
— Erreur de consistance d’un schéma, pour u solution :
-1
€hrveshn = 2o 10 (tis1) = w(ti) — his1 F (u(ti), ti, hita)]]-

— Un schéma est dit consistant si lim €h1,ha,... sk = 0.
sup hi*)O,Zzlzlztfft(]

— Un schéma est dit stable, si il existe A pour tout u;,v;, d;, h; tels que
ug = u(to), Uiy1 = ui +hip 1 F(ti, ui, hiyr)
vo = u(to) + 0o, Viy1 = Vi +hip1 F(ti,vi, hig1) + i1 s
Yicihi =ty —to
on ait Vi € {1,...n} [Ju; — vl < AT [15]-
— On dit qu’un schéma est convergent si su;}ihr?—w SUPg<;<p [wi —u(ti)]| =0 .

— Un schéma est d’ordre k si supg<;<,, [us — u(t:)|| = O((sup;<ic, hi)*).

Conditions de convergence

— Un schéma stable et consistant est également convergent.

— Si le schéma est stable, et que I'erreur de consistance est d’ordre k, alors le
schéma est consistant & ’ordre k.

— Si F est continue et F(¢t,u,h) = f(t,u), alors le schéma est consistant.

— Si F est L-lipschitzienne par rapport a u, alors le schéma est stable (A =
eL(ts —to))_

— Si f et F sont de classe C? avec p € N*, alors le schéma est d’ordre p si :

VO<k<p—1 ZE(tu(t),0)= “(13;)1“)-




Exemples de schémas a un pas

— Une méthode est dite explicite si elle ne requiert pas de calculer 'inverse (au
sens de la composition) d’une fonction.

— Méthode de Runge-Kutta générale :
{Uk+1 = Uk + M1 Doy bif (b + hige1Ci, Up i)
Yo aiig(es) =[5 g

Méthode de construction : prendre a; ;, b;, c; tels que : » i
i=1 bzg(cz) ~ f() g

C1|ail a2 ... Gip
Co | G21 Q22 ... QG2p
On note (tableau de Butcher) :
Cp | Gp1 Qp2 ... Qpp
b1 b ... D,

La méthode est explicite si et seulement si Vi < j a;; =0.

— Euler explicite : ux11 = ug + hxr1 f (¢, ur). Tableau L‘% Ordre 1.

— Euler implicite : w41 = uk + hg1f(Eg+1, wk+1). Tableau i‘% Ordre 1.

Uk ; = U + hk+1 Z?:l ai,jf(tk + hk+1Cj, uk,j)

= h t
~ Meéthode de Heun : 4 "#2 = "6 ,’f::lf( b ) . Tableau
up 1 = ug + =5 (f(tr, un) + f(trrrs ur,2))
070 0
1 0 . Ordre 2.
Jra = f (e, ug) 00 0 0 0
Fro = Flte + 2525 g + 52 frh) b3 0 00
~ Runge-Kuttad: { fra = f(tp + 2552 ug + 52 £ ) .Tableau 1[0 1 0 0.
fra = fte + hig1, uk + Pt fr3) 1 (1) (1) } (1)
Sra+2fk242fk 3t fra ‘ 5 3 3 &

Ups1 = Uk + hpy1 3
Ordre 4.

hy
Upy1 = Uk + k;l (tg, uk)
h
Up41 = Upy L + k;l fltr + Prgr, tkgr)

— Point-milieu implicite (Crank-Nicolson) : {

0
Tableau : 1 . Ordre 2.

0
1
2
2
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