TP Equations différentielles

Corrigé : http://perso.ens-1lyon.fr/frederic.chardard/optionb/edo.sce

Commandes scilab

— ode le solveur d’équations différentielles de Scilab.
— spec permet de calculer les valeurs propres et les vecteurs propres d’une
matrice.

1 Méthodes de Runge-Kutta explicites

Ecrire une fonction prenant en entrée :

— le nombre de pas de temps.

— la condition initiale.

le temps initial.

— le temps auquel la solution doit étre calculée.

— une fonction f dépendant du temps t et de u.

et retournant la solution a chacun des pas de temps pour chacune des méthodes
suivantes :

— Euler explicite.

— Méthode de Heun.

— Runge-Kutta 4.

Comparer les ordre de convergence de la méthode d’Euler explicite, de la méthode
Heun et de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 en utilisant des graphiques lo-

' =xz(a— By)
y' = —y(y - dz)

garithmiques, en prenant le systeme de Lotka—Voltera comme test : {

On prendraa=3=vy=0 =1.
' =1+ |z sur [0,2]

Faire de méme pour la solution du probleme de Cauchy { (0) )
x(0) = —

2 Meéthodes implicites

Tracer sur un méme graphique :

— le champ de vecteur associé a ’équation de Lotka-Volterra.

— l'approximation d’une trajectoire par la méthode d’Euler explicite.

— l'approximation d’une trajectoire par la méthode d’Euler implicite.

— l'approximation d’une trajectoire par la méthode de Heun.

— lapproximation d’une trajectoire par la méthode du point milieu implicite.

1. Cette équation représente ’évolution d’une population de proies x et d’une population
y de prédateurs. Les différents parametres sont :
— « le taux de reproduction des proies sans les prédateurs.
— [ le taux de mortalité due aux prédateurs.
— v le taux de mortalité des prédateurs sans les proies.
— ¢ le taux de reproduction des prédateurs due aux proies.


http://perso.ens-lyon.fr/frederic.chardard/optionb/edo.sce

Pour résoudre ce probleme, on peut utiliser le fait que pour f lipschitzienne par
rapport a u, application uw — 0+ hf(t, u) est contractante pour A suffisamment
petitﬂ Tracer sur un méme graphe I’évolution de I’énergie du systéme donnée
par E = By + vz — aln(y) — § In(z) pour les 4 méthodes.

3 Sensibilité aux conditions initiales

Estimer la constante de stabilité pour Euler explicite appliquée au systeme de
' =10(y — x)

Lorentz ¢ ¢ = 2(28 —z) —y  pour une certaine condition initiale et les temps
7 =xy— %z

1,2,3.

On peut constater qu’elle croit exponentiellement au cours du temps. En utili-

sant la fonction ode, montrer que cela est lié aux propriétés qualitatives de ce

systeme.

4 Méthodes de tir

4.1 Probleme ballistique

On considére un satellite autour d’une masse situé en (0,0) se trouvant au point
(1,0) au temps t = 0 et on cherche & calculer la vitesse qu’il faut communiquer
au satellite pour qu’il atteigne le point (1,1) au temps ¢ = 1.

En utilisant la méthode d’Euler explicite pour 100 pas de temps pour approcher
le flot de 2" = H;ﬁg, trouvez la vitesse convenable avec la méthode de Newton.

4.2 Orbites homoclines

¥ = —x+ 2y + 22
On souhaite déterminer une valeur de ¢ pour laquelle le systeme v+ 5 3
Yy =cx—y—3x°+ 5ay

admetlﬂ une solution homocline v, c’est-a-dire telle que limp_, o 9 (t) = 0. Pour

c> g, le théoreme de la variété stable garantit qu’il existe v tel que :
— (e, .) est solution.

— lims oo y(c,t) = 0.

— limy—_ o % existe et est un vecteur propre u de A = <_1
a —1++2c

Si limy o0 y(e, t) = 0, alors y(c,.) est une orbite homocline et lim; %

associé
_ 1>

existe et est un vecteur propre v de u de A associé & —1 — v/2c.

Soit u(c),u*(c) les vecteurs propres & droite et & gauche associés & —1 + v/2c.
Pour approcher la valeur de ¢ pour laquelle on a une orbite homocline, on peut
donc approcher 6 tel que §(0,c¢) = eu(c) et chercher ¢ tel que u*(¢)0(T,c) = 0,
a ’aide d’une méthode de dichotomie.

2. On remarquera par ailleurs que I’application 7(0) telle que 7(0) = 0+ hg(r(0)) est ﬁ—

lispschitienne pour g A-lipschitzienne et hA < 1. C’est cette propriété qui permet de prouver
la stabilté du point-milieu implicite ou d’Euler implicite.

3. La solution homocline existe lorsque ¢ = 2. Elle est alors incluse dans une ligne de niveau
de H(z,y) = 22(1 — x) — y2.



On prendra c € [1,3], e = 1072, T = 20 et 200 pas de temps. On tracera ensuite
la solution obtenue.
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