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1 Formules d'interpolation

Soient n + 1 points x0, . . . , xn, 2 à 2 distincts et f une fonction dé�nie en
ces points. On considère le polynôme P de degré inférieur ou égal à n tel que
f(xi) = P (xi).
� Formule de Lagrange li(X) =

∏
j 6=i

X−xi

xj−xi
et P (X) =

∑n
i=0 f(xi)li(X).

� Algorithme de Neville. P = Px0,...,xn
avec Pxi,...,xj

=

{
(xj−X)Pxi,...,xj−1

−(xi−X)Pxi+1,...,xj

xj−xi

Pxi
= f(xi)

.

� Série de Newton : P (X) =
∑n
i=0 f [x0, . . . , xi](X − x0) . . . (X − xi−1) avec

f [u0 . . . ui] =

{
f [u1,...,ui]−f [u0,...,ui−1]

ui−u0

f(u0) si i = 0
.

2 Estimations d'erreur

On note πn(X) =
∏n
i=0X − xi et on se place dans le cas où les points d'inter-

polations sont à l'intérieur de l'intervalle [a, b].

� Formule avec reste : f(x)− P (x) = fn+1(ξx)
(n+1)! πn(x)

Donc, ‖f − P‖∞ ≤ ‖f
(n+1)‖∞
(n+1)! ‖πn‖∞ et ‖πn‖∞ ≤ (b− a)n.

� Si f est une fonction analytique dont le rayon de convergence de la série entière
en b−a

2 est R > b−a
2 et si ‖πn‖∞ < CMn. Alors, pour tout 0 < ε < R− b−a

2 ,

il existe D tel que ‖f − Pn‖∞ ≤ D
(

M
R−ε− b−a

2

)n
.

� Minoration avec la constante de Lebesgue. ‖f−P‖∞ ≤ (1+Λn)d∞(f,Rn[X])
avec Λn = ‖

∑n
i=0 |li|‖∞.

� Théorème de Weierstrass : ∀f ∈ C0 limn→∞ d∞(f,Rn[X]) = 0.
� Théorème de Jackson : d∞(f,Rn[X]) ≤ 3 sup|x−y|≤ b−a

n+2
|f(x)− f(y)|.

� Si f est Ck, d∞(f,Rn[X]) = o( 1
nk−1 ), pour k ≥ 1. (Tchébyshev+Fourier)

� Quelque soit le choix des points d'interpolation limn→∞ Λn =∞, et il existe
donc des fonctions continues pour lesquelles on a divergence (applicationd
de Banach-Steinhaus).

� Formule de Hermite : f(z)−P (z) =
∫
γ
πn(z)
πn(t)

f(t)
t−z dt pour γ tel que : ∀i Indγ xi =

1, Indγ z = 1, f analytique sur un ouvert Ω ⊃ C− {t| Indγ t = 0}.
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3 Cas des points équirépartis

On se place dans le cas où xi = a+ i b−an
Alors :
� Λn ∼ 2n

en lnn . L'instabilité est très forte.

� ‖πn‖∞ = O(
(
b−a
e

)n
)

� On a convergence pour les séries entières centrées en a+b
2 de rayon de conver-

gence strictement supérieur à (e−1 + 1
2 )(b− a).

� On a divergence pour [a, b] = [−1, 1] et f(x) = 1
1+8x2 (Contre-exemple de

Runge).

4 Cas des points de Tchébyshev

On se place dans le cas où xi = a+b
2 + b−a

2 cos
(

(2i+1)π
2n+2

)
. tn+1 = 2nπn( 2

b−a (x−
b+a
2 )) est alors le n+ 1-ème polynôme de Tchébyshev, i.e. tn(cos θ) = cos((n+

1)θ).
Alors :
� Λn ∼ 2

π ln(n). La méthode est instable, mais c'est une instabilité très faible.

� ‖πn‖∞ ≤
(
b−a
4

)n
(car ‖tn+1‖∞ = 1)

� On a convergence pour les fonctions lipschtziennes.
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