
Schémas numériques pour l'équation de transport

Fiche de cours :
http://perso.ens-lyon.fr/frederic.chardard/optionb/?d=stabilitel2.pdf

Correction Scilab :
http://perso.ens-lyon.fr/frederic.chardard/optionb/?d=schemas.sce

1 Commandes scilab utiles

Commandes graphiques :
� drawlater,drawnow : ces deux commandes permettent de réaliser des animations. Il faut
placer drawlater en début de boucle et drawnow en �n de boucle. (On peut faire de même
avec
f=gcf();f.pixmap='on';

for (...)

show_pixmap()

end

f.pixmap='off'

si l'on souhaite contrôler uniquement une fenêtre)
� gca() : permet de contrôler les axes du graphiques (Get Current Axes) et nottamment la
taille de la fenêtre :
g=gca();

g.data_bounds=[0 0 1 1];

� gce() permet de contrôler le tracé de la dernière courbe et par exemple sa couleur :
g=gce();

g.color=1;

Fonctions mathématiques :
� spzeros(n,m) : crée une matrice creuse nulle de taille n×m. Une matrice creuse est une
matrice dont Scilab ne stocke que les éléments non nuls.

� A=sparse(ij,v,[m,n]) : crée une matrice creuse de taille m× n dont les k éléments non
nuls sont de la forme A(ij(r, 1), ij(r, 2)) = v(r), où ij est une matrice de taille k × 2 et v
un vecteur de longueur k.

� sparse(A) crée une matrice creuse contenant les éléments non nuls de A.
� full(A) crée une matrice pleine contenant les éléments de la matrice creuse A.
� diag(u,k) permet de créer une matrice dont la k-ième diagonale est remplie par le vecteur
u. Si le vecteur u est creux, la matrice crée l'est également.

2 Schémas explicites.

On souhaite discrétiser ∂u
∂t + c∂u∂x = 0.

On pose ∆t et ∆x les pas de temps et d'espace et α = c∆t
∆x .
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On considère les schémas suivants :

� Le schéma décentré :
un+1
j −un

j

∆t + c
un
j −u

n
j−1

∆x = 0.

un+1
j = (1− α)unj + αunj−1

� Le schéma centré :
un+1
j −un

j

∆t + c
un
j+1−u

n
j−1

2∆x = 0.

un+1
j =

α

2
unj−1 + unj −

α

2
unj+1

� Le schéma de Lax-Friedrichs :
un+1
j −

un
j+1+un

j+1
2

∆t + c
un
j+1−u

n
j−1

2∆x = 0.

un+1
j =

1 + α

2
unj−1 +

1− α
2

unj+1

� Le schéma de Lax-Wendro� :
un+1
j −un

j

∆t + c
un
j+1−u

n
j−1

2∆x − c2∆t
un
j+1−2un

j +un
j−1

2∆x2 = 0.

un+1
j =

α2 + α

2
unj−1 + (1− α2)unj +

α2 − α
2

unj+1

Implémenter ces schémas pour des conditions aux bords périodiques, c'est à dire unj+J = unj ,
en prenant :

� J = 100, N = 500.
� α = −1.1,−.5, 0, .2, 1, 1.1

� Fj = | sin( 2πj
J )|6.1, Fj = sin( 8πj

J ) et Hj =

{
1 si 0 ≤ j < J

2

−1 si J2 ≤ j < J
comme solution initiale.

� Réaliser une animation montrant l'évolution de la solution approchée et celle de la solution
exacte.

� Dans le α = 0.4, faire un graphique montrant l'évolution de la norme l2 et de la norme l∞.
Implémenter un des schémas avec la conditon au bord u0 = 0.

3 Un schéma implicite

Tester le schéma suivant, avec conditions aux bords périodiques :
un+1
j −un

j

∆t + c
un+1
j+1−u

n+1
j−1

2∆x = 0.
Montrer qu'il est inconditionnellement stable puis l'implémenter.

4 Équation de transport avec second membre.

On souhaite discrétiser : ∂u∂t + a∂u∂x = bu

Étudier la stabilité du schéma suivant :
un+1
j − 1

2 (un
j+1+un

j−1)

∆t + a
un
j+1−u

n
j−1

2∆x = b
un
j+1+un

j−1

2
Quel est l'ordre de ce schéma ?
Implémenter ce schéma.
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5 Tra�c routier

On considère un problème de tra�c routier. Les voitures se déplacent à la vitesse 1− u où u
est la densité de voitures. La loi de conservation du nombre de voitures s'écrit alors :

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, f(u) = u(1− u).

Implémenter le schéma de Lax-Friedrichs pour cette loi de conservation :

un+1
j − un

j+1+un
j−1

2

∆t
+

Φn
j+ 1

2

− Φn
j− 1

2

∆x
= 0, Φnj+ 1

2
=
f(unj ) + f(unj+1)

2
.

On prendra les mêmes conditions initiales qu'à l'exercice 2.
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