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1 Meéthode des caractéristiques

¢ + alt,2) % = b(t, 2)
Cas de 'équation de transport < u(0,.) = ug de classe C* . On suppose a de classe C! et lipschit-
u€ CHRT x R)
zie{me par rapport & u et b continue.
— Equation des caractéristiques : X'(t) = a(t, X (¢t)). On alors ¢'(t) = b(t, X (t)) pour g(t) =
u(t, X (t)).

— Si ® est le flot lequation des caractéristiques, I'unique solution de classe C! s’écrit u(t,z) =
uo(®(0,t, 1) —|—f0 5, ®(s,t,x))ds.
o of(w) _

u(0,.) = ug de classe C*

— Conservation eulérienne : pour g(t fabu t,x)dz, ¢'(t) = f(u(t,a)) — f(u(t,d)).

— Conservation lagrangienne : pour h(t) = f“((ft)) (t,x)dz, avec z}(t) = v(u(z;(t),t)), v(u) =
7f(u);f(0), onah/(t) =0.

— Caracteristiques : X' (t) = X(0) + tf'(uo(X(0))).

~ On note T* = m Il existe ¢ : [0, T*[xR — R de classe C! vérifiant x +tf'(¢(t,x)) = 0.

Alors ug o ¢ est solution de I’équation aux dérivées partielles.

Cas d’une loi de conservation scalaire , avec f de classe C*°.

2 Stabilité 2
Soit C : (R*)? — {vrai, faux}
— Pour (u;)jez, on note ||ullp az = Az (ZjeZ |uj|p) "et IP(A2Z) = {u e R? | |lullp.ar < +oo}.

— Soit un schéma vt = Aat Az (u™). Le schéma est dit [P-stable sous la condition C' si pour tout
T, il existe M tel que pour tout At, Az tel que C(At, Ax) soit vraie et pour tout u™,v™ vérifiant

u™ = Anpag(u™)

V= Apac (V") + " ona VnAL ST lun — vnllpas < M35 o €7 [lp.aa-

v =g + ¥

— Lorsque Aa¢ A, est linéaire, le schéma est [P-stable sous la condition C' si pour tout 7, il existe
M tel que pour tout At, Az tel que C(At, Az) soit vraie et pour tout u" vérifiant u"+! =
Aataz(u), ona VnAt <T |lug|paz < MHUOHP’AI'

=




Pour u € [?(AxZ), on note u = Ax > ez uje~A%8 of la somme infinie est prise au sens de
L3,

A —per’
Si A est erateur tel que 7 Bi(A )ik = 3 iy alors Axg apu(€) =
1 €8t un operateur tel que k——J Pk At,AzUW)j+k = ke—j OkUj4k, AIOTS At,AzU =
Eg—f‘] akeik’Aw&

A©u(g), Anpns(§) = S A La fonction A est appelé facteur d’amplification.
k=—J Pk€

Théoréme de Von Neumann : un schéma de la forme v+ = Aat azu™ est stable sous la condition
C si et seulement si il existe K tel que le facteur d’amplification vérifie

VAL Az C(At Az) = V€ |Anina(€)] <1+ KAt

3 Consistance [?

Soit u une solution d’un probleme d’évolution. On note (U}, A,); = u(nAt, jAz).

L'erreur de consistance est définie par E(At, Az) = 37, Ao UAT A, — AaractRy aqllir-
On dit qu'un schéma est d’ordre k en temps et [ en espace si E(At, Az) = O(AtF + Axl).

4 Exemples de schémas

On souhaite résoudre I’équation % + c%, et on suppose a = c% fixé.

1 .
7}+ . n n_u

, , 4, u U, U
Schéma décentré : ———+ + ¢~

u?“ =1 -a)uf +au;_;, AlE)=(1-a)+ AT

n
i1 _
A = 0.

Pour « € [0, 1], le schéma est stable et instable sinon. Ordre 1.

n+1 n n n
» AL Y Y Yjt1—Uj—1 _
Schéma centré : ~r - A, =0.
il Qg n Q. _ .
uit = Ui +uj — S Ui+ A(¢) =1 —iasin(EAx)

Le schéma est instable, excepté pour o = 0. Ordre 1 en temps et 2 en espace.

R S Ras £

Schéma de Lax-Friedrichs : - > + c“?+;;5;—1 =0.
" 14+ l1-a oo
jH = uli_y + 5 ufyy,  A(E) = cos(Ax) —iasin((Ax)

Pour a € [—1, 1], le schéma est stable et instable sinon. Ordre 1 en temps et 2 en espace.

, u Ty u,  —u u™, = 2u"
Schéma de Lax—Wendrof‘f: I e il gl —CQAtJ“Ai;:QJ—l =0.

t 2Ax 2
n o’ +a n n o’ —a n
uj+1 = D) ’u’jfl + (1 _QQ)UJ + TUJ+1
4
—1—n21n2 i 2 a2 o2y (EAT
A(€) =1 —a” + a” cos((Ax) — iasin(EAx), |A(E)|* =1 — 4a”(1 — a®) sin 5

Pour a € [—1,1], le schéma est [?-stable et instable sinon. Pour o ¢ {0, £1}, le schéma est [°°-
instable et ne préserve pas la monotonie (si u™ est monotone, u™*! ne I’est pas nécessairement).
Ordre 2.

1. Note : cos(z) = 2cos(£)? — 1 et sin(x)? = 4cos(£)?sin(%)?



ntl_,n ntl_, ntl
_ ‘ 4 imnlic: j j g1 —%i-1
Schéma centré implicite ~—;—" + c—-54 =0.

1

A= T

Le schéma est inconditionnellement [%-stable. Ordre 1 en temps et 2 en espace.
La condition |a| < 1 est appelée condition de Courant-Friedrichs-Lewy.
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