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1 Méthode des caractéristiques

Cas de l'équation de transport


∂u
∂t + a(t, x)∂u∂x = b(t, x)

u(0, .) = u0 de classe C1

u ∈ C1(R+ × R)

. On suppose a de classe C1 et lipschit-

zienne par rapport à u et b continue.
� Équation des caractéristiques : X ′(t) = a(t,X(t)). On alors g′(t) = b(t,X(t)) pour g(t) =
u(t,X(t)).

� Si Φ est le �ot l'équation des caractéristiques, l'unique solution de classe C1 s'écrit u(t, x) =

u0(Φ(0, t, x)) +
∫ t

0
b(s,Φ(s, t, x))ds.

Cas d'une loi de conservation scalaire

{
∂u
∂t + ∂f(u)

∂x = 0

u(0, .) = u0 de classe C1
, avec f de classe C∞.

� Conservation eulérienne : pour g(t) =
∫ b
a
u(t, x)dx, g′(t) = f(u(t, a))− f(u(t, b)).

� Conservation lagrangienne : pour h(t) =
∫ x2(t)

x1(t)
u(t, x)dx, avec x′i(t) = v(u(xi(t), t)), v(u) =

f(u)−f(0)
u , on a h′(t) = 0.

� Caractéristiques : X ′(t) = X(0) + tf ′(u0(X(0))).
� On note T ∗ = 1

1+infR(f ′◦u0)′ . Il existe φ : [0, T ∗[×R→ R de classe C1 véri�ant x+tf ′(φ(t, x)) = 0.
Alors u0 ◦ φ est solution de l'équation aux dérivées partielles.

2 Stabilité l2

Soit C : (R+)2 → {vrai, faux}

� Pour (uj)j∈Z, on note ‖u‖p,∆x = ∆x
(∑

j∈Z |uj |p
) 1
p

et lp(∆xZ) = {u ∈ RZ | ‖u‖p,∆x < +∞}.
� Soit un schéma un+1 = A∆t,∆x(un). Le schéma est dit lp-stable sous la condition C si pour tout
T , il existe M tel que pour tout ∆t,∆x tel que C(∆t,∆x) soit vraie et pour tout un, vn véri�ant
un+1 = A∆t,∆x(un)

vn+1 = A∆t,∆x(vn) + εn+1

v0 = u0 + ε0

, on a ∀n∆t ≤ T ‖un − vn‖p,∆x ≤M
∑n
m=0 ‖εm‖p,∆x.

� Lorsque A∆t,∆x est linéaire, le schéma est lp-stable sous la condition C si pour tout T , il existe
M tel que pour tout ∆t,∆x tel que C(∆t,∆x) soit vraie et pour tout un véri�ant un+1 =
A∆t,∆x(un), on a ∀n∆t ≤ T ‖un‖p,∆x ≤M‖u0‖p,∆x.
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� Pour u ∈ l2(∆xZ), on note û = ∆x
∑
j∈Z uje

−ij∆xξ, où la somme in�nie est prise au sens de
L2

2π
∆x−per

.

� Si A est un opérateur tel que
∑J
k=−J βk(A∆t,∆xu)j+k =

∑J
k=−J αkuj+k, alors ̂A∆t,∆xu(ξ) =

A(ξ)û(ξ), A∆t,∆x(ξ) =
∑J
k=−J αke

ik∆xξ∑J
k=−J βke

ik∆xξ . La fonction A est appelé facteur d'ampli�cation.

� Théorème de Von Neumann : un schéma de la forme un+1 = A∆t,∆xu
n est stable sous la condition

C si et seulement si il existe K tel que le facteur d'ampli�cation véri�e

∀∆t,∆x C(∆t,∆x)⇒ ∀ξ |A∆t,∆x(ξ)| ≤ 1 +K∆t.

3 Consistance l2

Soit u une solution d'un problème d'évolution. On note (un∆t,∆x)j = u(n∆t, j∆x).

� L'erreur de consistance est dé�nie par E(∆t,∆x) =
∑
n∆t≤T ‖u

n+1
∆t,∆x −A∆t,∆xu

n
∆t,∆x‖lp .

� On dit qu'un schéma est d'ordre k en temps et l en espace si E(∆t,∆x) = O(∆tk + ∆xl).

4 Exemples de schémas

On souhaite résoudre l'équation ∂u
∂t + c∂u∂t , et on suppose α = c∆t

∆x �xé.

� Schéma décentré :
un+1
j −unj

∆t + c
unj −u

n
j−1

∆x = 0.

un+1
j = (1− α)unj + αunj−1, A(ξ) = (1− α) + αeiξ∆x

Pour α ∈ [0, 1], le schéma est stable et instable sinon. Ordre 1.

� Schéma centré :
un+1
j −unj

∆t + c
unj+1−u

n
j−1

2∆x = 0.

un+1
j =

α

2
unj−1 + unj −

α

2
unj+1, A(ξ) = 1− iα sin(ξ∆x)

Le schéma est instable, excepté pour α = 0. Ordre 1 en temps et 2 en espace.

� Schéma de Lax-Friedrichs :
un+1
j −

unj+1+unj+1
2

∆t + c
unj+1−u

n
j−1

2∆x = 0.

un+1
j =

1 + α

2
unj−1 +

1− α
2

unj+1, A(ξ) = cos(ξ∆x)− iα sin(ξ∆x)

Pour α ∈ [−1, 1], le schéma est stable et instable sinon. Ordre 1 en temps et 2 en espace.

� Schéma de Lax-Wendro� 1 :
un+1
j −unj

∆t + c
unj+1−u

n
j−1

2∆x − c2∆t
unj+1−2unj +unj−1

2∆x2 = 0.

un+1
j =

α2 + α

2
unj−1 + (1− α2)unj +

α2 − α
2

unj+1

A(ξ) = 1− α2 + α2 cos(ξ∆x)− iα sin(ξ∆x), |A(ξ)|2 = 1− 4α2(1− α2) sin

(
ξ∆x

2

)4

Pour α ∈ [−1, 1], le schéma est l2-stable et instable sinon. Pour α /∈ {0,±1}, le schéma est l∞-
instable et ne préserve pas la monotonie (si un est monotone, un+1 ne l'est pas nécessairement).
Ordre 2.

1. Note : cos(x) = 2 cos(x
2
)2 − 1 et sin(x)2 = 4 cos(x

2
)2 sin(x

2
)2
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� Schéma centré implicite
un+1
j −unj

∆t + c
un+1
j+1−u

n+1
j−1

2∆x = 0.

A(ξ) =
1

1− iα sin(ξ∆x)

Le schéma est inconditionnellement l2-stable. Ordre 1 en temps et 2 en espace.
La condition |α| ≤ 1 est appelée condition de Courant-Friedrichs-Lewy.
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