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Introduction de la thése de Nicole Bardy-Panse

> Vers 1890, dans leur étude de la structure des algébres de Lie
semi-simples complexes, utilisent de fagon
essentielle, certaines formes linéaires (sur une "sous algébre de
Cartan" b d’une telle algebre g) qu’ils nomment (parce
qu’elles apparaissent comme les racines de det(adgx — T)
considérées comme des fonctions de x € b).

» La classification des algébres de Lie semi-simples complexes se

rameéne & celle des qui elle-méme se
réduit a la détermination de certaines matrices & coefficients
entiers ( ). Les systémes de racines considérés

pour cela, sont dits ici

» La présentation de , par générateurs et relations, permet de
retrouver a partir d’'une matrice de Cartan, I’algébre de Lie
semi-simple complexe correspondante.



Suite Introduction thése N. Bardy-Panse.

» L’étude des systémes de racines des algébres de Lie semi-simples
réelles a fait apparaitre les systémes de racines
c’est-a-dire dans lesquels pour certaines racines «, 2« est
encore une racine.

> introduisent indépendamment en 1968 de
nouvelles algébres, dites maintenant de Kac-Moody, qui
constituent une généralisation des algébres semi-simples en
dimension infinie; pour ’étude de ces algébres va apparaitre une
nouvelle notion de racine : les racines

» La construction de l'algébre de Kac-Moody est une généralisation
de la construction de Serre & partir des générateurs de
La matrice est a présent supposée



Premiéres définitions. systéme de racines (de type fi
coracines, rang d'un systéme de racines et systéme réduit
systéme de racines de type A
racines d'une algébre de Lie semi-simple déployée

e Premleres définitions.
@ systéme de racines (de type fini)
@ coracines, rang d’'un systéme de
racines et systéme réduit
@ systéme de racines de type A
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Systéeme de racines (de type fini).

Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie.

Soit R C V. On dit que R est un systéeme de racines dans V/ lorsque :

> R est fini, ne contient pas 0 et engendre V.

» Pour tout o € R, il existe ¥ € V* tel que (¥, a) =2 et la
réflexion s,, laisse stable R : s,(R) C R (et méme en fait
sa(R) = R) avec s, définie par :

\

Vx € V, su(x)=x—{(a", x)a.

» Pour tout « € R, aV(R) C Z.




Coracines, rang d'un systéme de racines et systéme
réduit.

Définition

Soit R un systéme de racines dans V. Pour tout o € R, o est unique et
s'appelle la coracine associée a la racine . De plus dim V' s’appelle le
rang du systéme R.

Remarque
Soit R un systéme de racines dans V et soit « € R. Alors s, () = —«
donc R = —R. De plus (—a)¥ = —a¥, mais si a, B € R sont tels que

a+ B €R, alorson a (a+ B)Y # v + Y en général.

Définition

Soit R un systéme de racines dans V. On dit que R est réduit si, pour
tout oo € R, les seules racines proportionnelles a « sont o et —a.




Systéme de racines de type A.

Exemple

Soit n un entier supérieur ou égal a deux et
50,(C) := {M € gl,(C) = M,(C) | Tt(M) = 0} muni du crochet de Lie
[M; N] = MN — NM. Alors muni de ce crochet est une algébre
de Lie.
Soit h C gl, le sous-espace des matrices diagonales et ) = b N sl,,.
On note (&i)1<i<n C h* la base duale de la base (Eii)1<i<n de h et
Ej = é,‘| f)
Alors
R={ei—¢c|1<i#j<n}

est un systéme de racines dans h* (de rang n —1).
Ce systéme de racines est dit




Vérification que R est un systéme de racines.

Preuve

> Soita=¢ec;i—¢j € Ret
x=¢ek—er €R, avecl1 <i#j<n
et 1 < k # £ < n, alors

Montrons que R = {e; —¢; | 1 < i # j < n} sa(x) = ek —ee — (ek —e¢, Ei— Ej)on.

est bien un systéme de racines dans h*.

» R est fini, ne contient pas 0 et
engendre b* : en effet on a > Si{k, £}y n{i, j} =0 alors
gl, = sl, ® kid donc b = b ® kid et sa(x) = x €R.
> Sik=ietl#j alors
Sa(X)=x—a=¢j—e¢ €ER.

{p€b | p(ld) =0} = {D €& | D & =0} ~b™ > Sik=jetlialors
i=1

i=1 sa(X)=x+a=¢—¢e; €R.
» De méme pour { = | et k # j ou|
par restriction a b. L=jetk#Ii.

> Sik=ietl=jalors so(x) =
x—2a=a—2a=—a € R.
Sik=jetl=ialors sy(x) =
x+2a=—a+2a=a€R.

» Pour o =¢ej —¢j € R, on pose
oY = E; — Ej € h. Alors ~
(a¥, a) = 2. De plus a”(R) C Z
(facile a vérifier).
On a donc bien

s«(R) C R

ce qui termine la preuve. O




Racines d'une algebre de Lie semi-simple déployée.

> Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur C, munie du crochet
de Lie [x, y]. Pour tout x € g, on note ad x ou adg4 x ['application
yeagr[xyles

> ['algebre de Lie g est dite si sa
K: (x,y) €gxgr Tr(adx o ady) est non dégénérée. Elle est
dite lorsqu’elle posséde en plus une

(ie une sous-algébre de Lie commutative maximale de g

telle que, pour tout x € 1), adgx est diagonalisable).

» On continue avec I'exemple de g = sl,. Alors pour tous x, y € g,
K(x, y) = 2nTr(xy), qui est une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée sur g. Donc g est semi-simple.

» Pour tous 1 < i # j < n et pour tous h, h' € b,

(ad h)(h') = [h, H'] =0 et (ad h)(Ej;) = [h, Ej] = (i — ¢, h)Ej

donc la sous-algébre de Cartan by est déployante.




Racines de I’algebre de Lie sl,,.

Exemple (Suite)

>

Lesej —¢gj, pour 1 < i # j < n, sont aussi appelées les racines de
I'algébre de Lie semi-simple sl,, relativement 3 la sous-algebre de
Cartan déployante b.

Posons e; := Ej i1, fi i= Ej1i, oi =€j —€j41 €t

oY = Ej — Eit1 41 pour tout 1 <i<n-—1.

Alors h = @7:_11 Ca et le vecteur e, resp. f;, est dit o,
resp. —a;.

Les vecteurs e;, f; sont appelés de I'algébre
de Lie g = sl,,.

Soit 0t la sous-algébre de Lie de g engendrée par les e;, et n™ la

sous-algebre de Lie de g engendrée par les f;, alors on a la
suivante de g :

g=ntdhon.




Racines simples de l'algebre de Lie sl,,.

Exemple (Suite)

> Soit m = {aj}1<i<n—1. C'est une du systéme de racines R :
toute racine s'écrit comme une combinaison linéaire a coefficients
entiers (tous positifs ou tous négatifs) des ;. On pose
R* = RNNrm et R~ = RN (=Nn). Alors R = R* UR™. R* est
['ensemble des , resp. et m est
I'ensemble des de I'algébre de Lie sl,,.

» Pour tout « € , posons e, le vecteur de g (a un scalaire
multiplicatif non nul prés) de poids « et pour tous o, f € 7, a # 3,
posons my, g =1 — (a¥, B). Alors m, g € N*.

» Ona : pour tous o, B € T, a # f3,

(adey)™#(eg) =0 et (adf,)™#(fz) =0.

» [ 'algebre de Lie g est I'algébre de Lie engendrée par ses générateurs
de Chevalley e;, f;, 1 < i < dimb, soumis dans n", resp. n=, aux
seules relations de Serre ci-dessus, et par la sous-algebre de Cartan .




Relations de Serre dans sl,,.

Exemple (Suite)

> En fait, pour g = sl,, my g=1o0u?2:
posons o = oy et B = «j, I # j.

Mme, g =1 sili—j|>2
Mq, 3 =2 sinon
autrement dit : si |i — j| > 2, on a

[6‘,’, ej] =0 et [f;, 6] =0

et sinon

(ad e,')z(e;:tl) =0 et (ad fi)z(ﬁzl:l) =0.




Groupe de Weyl W(R) définition et propriétés
groupe de Weyl en type A

e Groupe de Weyl W(R)
@ définition et propriétés
@ groupe de Weyl en type A

Groupe Travail sur Groupes de Tresses



Définition et propriétés.

Définition

Soit R C V un systéme de racines dans V. Le sous-groupe des
automorphismes de V' engendré par les réflexions s, (o € R) s’appelle le
groupe de Weyl de R et se note W(R) ou simplement W.

| \

Remarque

Comme pour tout e € R, s, |r est une permutation de R, et que R est
fini et engendre V, on a que W(R) est un sous-groupe fini de GL(V).

v




Groupe de Weyl en type A.

Exemple (Systéme de type A,_1)
Le groupe de Weyl du systéme de racines de type A,_1 est

v
Preuve

» Soit

~

¢ :GL(H") — GL(b")
g~ ¢(8)
avec p(g)(é1+ ...+ &) =é1+...+ & et

o(g)(éi — &) = glei —¢€j) pour tous 1 < i+ j < n. Alors ¢ est un

morphisme injectif de groupes.

> De plus si X = {é1, ..., €,} C b* alors pour tout 1 < i # j < n, on
a p(s.;—c;) = Se;—¢ qui est la réflexion de b* qui échange é; et &; et

laisse fixes tous les autres &y.

> Alors ¢ | W(R) est un isomorphisme de W(R) dans le groupe
symétrique Gx de X.

O




systéme de racines inverse
systéme de racines irréductible
produit scalaire invariant par W(R)

Systéme de racines inverse et systéme de racines irréductible
systéme de racines de type BC

Plan

e Systéme de racines inverse et systéme de
racines irréductible
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@ systéme de racines de type BC
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Syteme de racines inverse.

Proposition

Soit R C V un systéme de racines dans V. Soit (x | y) une forme
bilinéaire symétrique sur V', non dégénérée, positive, invariante par
W(R), ie pour tout w € W(R), (w(x) | w(y)) = (x| y).

Alors si « € R, « est non isotrope (ie (o | o)) # 0) et pour tout x € V,

(x| o)
(afa)™

En identifiant V* avec V par cette forme, on a donc

Sa(X) =x—2

v_ 2«
~(afa)

Alors I'ensemble RV := {a" },cr est un systéme de racines dans V* et,

pour tout o € R,

A\
oV =a.




Systeéme de racines inverse et systéme de racines de type

B ou C.

Définition

RV s'appelle le systéme de racines inverse de R.

> Pour un systéme de racines de type A, on a RY = R.

> Soit n > 2. Un systéme de racines R dans R" est dit si
R={%e;,1<i<n, ei+e;,1<i<j<n}
» Soit n > 2. Un systéme de racines R dans R" est dit si

R={%2¢;,1<i<n, £e;+¢;,1<i<j<n}
Si R est de type B, alors RV est de type C,.

v

N,




Conservation du systéme de racines inverse par le groupe

de Weyl.

Proposition

Par transport de structure W(R) opére dans V* et conserve R .




Systéme de racines irréductible.

Définition

Un systéme de racines R dans V est irréductible si R # () et si R n’est
pas la somme directe de systémes de racines non vides.

Autrement dit R C V n'est pas irréductible si I'on peut écrire

R = ¢, Ri avec R; un systéme de racines non vide de V; sous-espace de
V tel que V =@, V; et |l| > 2. Dans ce cas, si (x | y) est une forme
bilinéaire sur V symétrique non dégénérée, positive, invariante par W(R),
alors les sous-espaces V; et V; avec i # j sont deux a deux orthogonaux
pour cette forme.

| A

Proposition

Le systéme de racines R dans V' est irréductible si, et seulement si, V est
un W(R)-module simple.

4




Systéme de racines d’une algébre de Lie simple.

Définition
Une algébre de Lie (de dimension finie) g est dite sidimg > 1 et
ses seuls idéaux sont {0} et g.

Proposition

Soit g une algéebre de Lie semi-simple déployée. Alors g est simple si et
seulement si son systéme de racines (relativement a une sous-algébre de
Cartan déployante ) est irréductible.

| \

Exemple

Par exemple soit g = sl, muni de la sous-algébre de Cartan by formée de
ses matrices diagonales. Alors g est semi-simple déployée et comme son
systéme de racines R = {e; —¢; | 1 < i # j < n} est irréductible, en fait
g est simple.

A




Produit scalaire invariant par W(R)

Proposition

Soit R C V' un systéme de racines dans V. Pour tous x, y € V, posons
(x| y) =2 aecrlaY, x){(a", y). Alors (x | y) est un produit scalaire sur
V, invariant par W(R).

Tous les produits scalaires invariants par W/(R) sont proportionnels, si
R est irréductible. On peut alors définir les notions de

(cet angle ne dépend pas du
produit scalaire considéré, et il en est de méme du rapport des
longueurs de deux racines).



Systéme de racines irréductible non réduit.

Proposition

Pour tout entier n > 2, il existe, a isomorphisme prés, un unique systéme
de racines irréductible non réduit Ry de rang n obtenu de la facon
suivante : soit R un systéme de racines de type B, et A I'ensemble des
racines de plus petite longueur de R : alors Ry = R U 2A.

Donc

Ri = {£ei, £2¢;,1 <i<n, *e;x¢;,1 <i<j<n}

On dit que Ry est




relation entre deux racines

systémes de racines de rang 2

base d'un systéme de racines
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poids fondamentaux

plus grande racine

chambres de Weyl fondamentales en rang deux

Relation entre deux racines, bases et chambres de Weyl.
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Relation entre deux racines.

Notation

Soit R C V' un systéme de racines du R-espace vectoriel V' muni d'un
produit scalaire (x | y) invariant par W(R). Pour tous «, 8 € R, on pose

. Alors
(8]a) 27
an, 3 =2 donc a,, gag,o = 4cos” (a, B) < 4.
8=20575) Bag (a, B)

De plus a,, gag. o € Z. Donc, si on suppose que ||a||< ||B]|, les

différentes possibilités sont listées dans la table ci-dessous.

On note 8, 3 = (o, B) I'angle entre o et 5 et w,, g I'ordre de s, o sg.




Table des différentes possibilités.

205 | 5.0 | Oap | B/l

0 0 /2 | indéterminée | wy, g =2
T | 1 | 3 1 W5 = 3
1 | 1 | 27/3 1 Wop = 3
1 | 2 | n/a 2 Wog = 4
-1 -2 | 3n/4 2 Wa, g =4
1 3 /6 3 Wa, 3 =0
-1 -3 | 57/6 3 Wa, 3 =0
2 2 0 1 B=a

-2 -2 T 1 = —«
1 1 0 1 3=2a
-1 -4 0 4 8 =-2«a




Systémes de racines de rang deux.

\ /
e
Figure: Systéme de type A; x A; : il
n'est pas irréductible.

Figure: Systéme de type Az

Figure: Systéme de type Bs.

Figure: Systéme de type BC> : ce
systéme est irréductible, non réduit



Systémes de racines de rang deux (suite).

Figure: Systéme de type G



Base d’'un systéme de racines.

» Soit R C V un systéme de racines dans le R-espace vectoriel V. On
choisit une base (ey, ..., e,) de V et on définit
relativement a cette base en écrivant que
S Niej < >oi, piei si et seulement s'il existe r, tel que pour tout
1<i<r, Aj=pjet i1 <pr1. Cetordre est un ordre total dans
V' compatible avec I'addition.

» On pose RT :={a € R | a = 0}, appelé |'ensemble des racines
positives et R~ := {a € R | o < 0}, appelé |'ensemble des racines
négatives. Ona R= Rt UR™.

» [’ensemble des éléments de R™ qui ne s'écrivent pas comme la
somme de deux racines positives est appelé base de R. Les éléments
de cette base sont appelés racines simples de R.




Quelques propriétés

On fixe B une base de racines simples de R.

» Toute racine positive est la somme de racines simples : donc

» Si et B sont des racines simples distinctes, alors {3V, o) <0 et
a—pB&R.

> L’ensemble B est une base de V.

> Pour toute racine 3 de R, il existe w € W(R) et o € B tels que
B = w(«) (et bien sir, pour tout w € W(R), pour tout o € B, on a
w(a) € R).

> Le groupe de Weyl W(R) est engendré par les s, avec o € B.




Vérification deuxiéme point.

Preuve

Montrons le deuxiéme point. Soit o, € B, avec a # [5.

» On suppose que a,, 3 = (B, a) > 0. Alors d'aprés la table des
possibilités précédente, nécessairement ou bien (3Y, a) =1 et alors
a— B =sp(a) € R ou bien (a¥, B) =1 et alors § — o = s,(B) € R.

» Donc dans tous les cas, o — 3 € R. Mais alors ou bien o« — 3 € R
et dans ce cas o = (o — B) + 8, ce qui est contraire a la définition
d’une racine simple, ou bien 3 — o € R et dans ce cas
B = (B — a)+ «, qui est une contradiction également. O

v




Chambres de Weyl.

Définition
Soit R un systéme de racines dans le R-espace vectoriel V, muni de la

topologie usuelle, définie par le produit scalaire (x | y) invariant par
W(R).

» Pour tout o € R, on pose P, := ker(aY) ={x € V; (x| a) =0}.
Soit P 'union des hyperplans P,, pour o € R : c’est un
sous-ensemble fermé de V.

> Les composantes connexes de V' \ P sont des sous-ensembles ouverts
de V, appelées chambres de Weyl de R. (Elles ne dépendent pas du
produit scalaire invariant par W(R) choisi sur V).




Chambre de Weyl fondamentale.

Proposition

Soit B={au, ..., an} une base de R. On pose

C(B):={xeV; (x|a;)>0,V1<i<n}.

Alors C(B) est une chambre de Weyl de R, appelée chambre de Weyl
fondamentale relativement a la base B.

Définition

| \

Les hyperplans P,, s'appellent les murs de la chambre de Weyl
fondamentale C(B).




Action du groupe de Weyl sur les chambres de Weyl.

» L'application B — C(B) est une bijection entre I'ensemble des bases
de R et I'ensemble des chambres de Weyl de R.

> Le groupe W(R) agit sur I'ensemble des
chambres de Weyl de R et sur I'ensemble des bases de R.

> Soit B une base de R et C := C(B). Alors chaque W(R)-orbite de
V intersecte C en un unique point.




Poids fondamentaux

Définition

Soit B={a, ..., a,} une base du systéme de racines R dans V,
R-espace vectoriel muni du produit scalaire (x | y) invariant par I'action
de W(R). Soit BY ={ay, ..., o)} la base de RV obtenue en
identifiant V et V* grice a ce produit scalaire. La base duale

(@aqs - -+, @a,) de la base BY est formée des poids fondamentaux de R,
relativement 3 la base B.

Proposition

| A

C(B)=Riwy, +... + Riw,, et C(B) =Riwq, +...+Ryw,,

A\




Base d’un systéme de racines irréductible.

Proposition

Soit R un systéme de racines dans V et soit B une base de
R. Alors B ne s'écrit pas comme la réunion (nécessairement disjointe) de
deux sous-ensembles orthogonaux.

Supposons le contraire et soit By et B, deux sous-ensembles de B non
vides tels que B = By U B, et tels que toute racine de By est orthogonale
3 toute racine de B,. Alors puisque W(R) est engendré par les s, avec
a € B, le sous-espace de V' engendré par By est W(R)-stable et propre.
Cela contredit le fait que V' est un W(R)-module simple. O




Définition de la plus grande racine.

Proposition

Supposons le systéme de racines R dans V irréductible. Soit C une
chambre de Weyl de R et soit B(C) = {a1, ..., an} la base de R
correspondante.

On définit de la facon suivante:
pour x € V, on dit que x > 0 si x est combinaison linéaire a coefficients
positifs ou nuls (pas forcément entiers) des «;, ou encore

x>0 <= (x|y) >0 pourtouty € C. Cet ordre est un ordre partiel
sur V/, compatible avec la structure de R-espace vectoriel de V.

> Il existe une racine & = Y ;_; ki telle que, pour toute racine
Sor L picvi, on ait ky > py, ko > p2, ..., kn > pn. Autrement dit, R
posséde un plus grand élément & pour la relation d’ordre définie par
C. La racine a s'appelle la plus grande racine de R, relativement a
C.

» Onaac Cie(a|a;)>0pourtoutl <i<net(ala)>(B|AH)
pour toute racine 3 de R.




ification du premier point.

Preuve

P> Soita =7, kiaj et » En fait on montre que pour tout i,

B = >_1_, piaj deux racines
maximales pour |'ordre défini par C.
On va montrer que o = B et cela
montrera le premier point.

» On montre que, pour tout
1<i<n ona(a|a)>0.
En effet sinon (o | o) < 0
pour un indice i. Mais alors ou
bien « = —«;, ou bien
a+ o € R (d’aprés les
différentes possibilités de la
liste, puisque si o # —«j, on a
soit A, a =—1 soit
aa,a; = —let alors
sa(@j) =ai+a € R ou
Sa;(a) = a + o € R) et dans
les deux cas, cela contredit la
maximalité de .

» Pour tout i, ki > 0. En effet
sinon comme R = RY LUIR™, on
aurait « € R~ et donc o < 0.
Mais alors oo < —a, ce qui
contredit la maximalité de .

ki > 0. Si J est I'’ensemble des i tels
que ki > 0 et J' son complémentaire,
on adéaJ+#0 (cara #0). Si

J' # 0, alors comme R est
irréductible, B(C) n'est pas la réunion
de deux sous-ensembles non vides
orthogonaux, donc il existe i € J et
i’ € J tels que (ai | ayr) < 0. Mais
alors on obtient (« | «jr) < 0, ce qui
contredit le premier point.

D’aprés le premier point on a, pour
tout i, (B | a;) > 0 et comme 3 # 0,
on ne peut pas avoir (8 | aj) =0
pour tout i. Donc

(Bla)=S0, k(8| a) >0
d’apres le point précédent. Mais alors
ou bien o« = 3, ou bien « — 3 € R
(méme argument que précédemment,
d’aprés la liste des différentes
possibilités), et dans ce dernier cas,
onaa > f3ouf > a, cequi
contredit la maximalité de o et

B. O




Chambres de W

En rose: la chambre de Weyl
fondamentale C(B) associée a la base

B = (a, B) en type A>. En pointillés: la
droite (x | @) =1ou & =a+ B est la
plus grande racine du systéme. A
I'intersection des murs de C(B) et de la
droite en pointillés: les poids
fondamentaux w, et wg.

| fondamentales

es Ay et Bs.

En rose: chambre de Weyl C(B) associée
a la base B = (3, a) en type Bz. Sont
aussi représentés: les poids
fondamentaux wg et wy, ainsi que la
plus grande racine & = 2w, = 8 + 2a.



Chambre de Weyl fondamentale en type G,.

—203 - 3a

En rose: chambre de Weyl C(B) associée a la base B = («, 3) en type Gz. Sont aussi
représentés: les poids fondamentaux w, et wg, ainsi que la plus grande racine
o =3a+ 28 = wg-
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Matrice de Cartan.

» La matrice de Cartan d'un

» Soit B={oa, ..., an} une

base du systéme de racines R.
La matrice de Cartan de R
(relativement & la base B) est
la matrice (aa;, o;)1<i, j<n OU

_ N\ e leg]e)
3a;,0; = (0, i) = 2(04_‘%_).

Deux systémes de racines R,
resp. R’ dans V, resp. V', sont
dits isomorphes lorsqu'il existe
un isomorphisme d’espaces
vectoriels F : V. — V' tel que
F(R) = R’ et tel que, pour
tous «, B € R,

(F(B)", F(a)) = (8", a).

systéme de racines détermine
ce systéme de racines a
isomorphisme prés.

> SiA= (a,'j)lg,',jg,, est la
matrice de Cartan de R
relativement a la base
B={oi,...,an} etsi
wi, 1 < i < n, sont les poids
fondamentaux relativement a
cette base, alors pour tout
1<i<n,ona:

n
Qj = E ajjwj.
Jj=1




Diagramme (ou graphe) de Dynkin.

Définition

A chaque systéme de racines R dans V, on
associe un graphe normé I'(R) = (X, f),
appelé diagramme, ou graphe, de Dynkin
de R comme suit :

P on fixe une base
B ={oa, a2, ..., ap} de R et pour
tous1 < i, j < n, on pose

= (o, ;).

nij = aa;, a s

J
» Les sommets du graphe X sont
{1, 2, ..., n} (ou
{az, az, ..., as}t) et {i, j} est une
aréte si («j | o) # 0 (ou njj # 0 ou
nji 75 0)

» Lorsque {i, j} est une aréte, on pose

. 112
£, jy =5 = 1ol

i [logl]?”

Si 0j; est I’angle entre a; et o, les seules
possibilités que ’on peut avoir, a
permutation prés de i et j (d’aprés le
tableau des possibilités et d’aprés la
propriété selon laquelle nj < 0) sont les
suivantes :

» ietjnon liés cad nj = nj =0 et

9U:7T/2
> f(i,j)="f(, i) =1cad
nj = nj = =1, [|ai|| = ||aj]| et
0 =27
> f(i,j)=2et f(j, i)=1/2 cad
mj = =2, nj = =1, [lai|| = V2[|ay]|
et 0 = 3w /4.

> £(i,j) =3, f(j, i) = 1/3 cad
nj = =3, nj = =1, ||ai|| = V3]|aj]|
et 0 = 57 /6.

Pour les deux derniers cas, on place
deux traits, resp. trois traits, entre i et j
(lorsque f(i, j) = 2, resp. f(i, j) = 3)
ainsi qu’une fléche > sur ces traits
joignant i a j pour indiquer que «; est
une racine longue alors que «; est une
racine courte.

Ainsi le diagramme de Dynkin I'(R)
détermine R & isomorphisme prés.



Connexité du diagramme de Dynkin.

Proposition

Soit R un systéme de racines dans V et I'(R) son diagramme de Dynkin.
Alors R est irréductible si, et seulement si, ['(R) est connexe.




Graphes de Dynkin des systémes de racines réduits et

irréductibles.

Théoréme
Soit R un systéme de racines irréductible et réduit. Alors son graphe de
Dynkin est isomorphe a I'un des graphes représentés par les figures

suivantes :

Graphes de Dynkin (types classiques)

777777777 >
T G @, PeAn =l
a -~ — «—o Type B,, n > 2
%1 a Qp_1 Qp
a -~ — — — — — —=» Type C,, n >3
(o3t o Qp—_1 Oy




Types exceptionnels.

Graphes de Dynkin (types exceptionnels)




Théoréme

Tous les graphes de Dynkin ci-dessus (types classiques ou exceptionnels)
sont deux a deux non isomorphes et pour chacun d’eux, il existe un
systéme de racines irréductible et réduit I'admettant (a un isomorphisme
prés) comme graphe de Dynkin.




Les matrices de Cartan dans les différents types.

Matrices de Cartan dans les différents types.

Soit R un systéme de racines irréductible, réduit et B = {aq, ..., an}
une base de R. Rappelons que la matrice de Cartan de R relativement
a B est la matrice ((o, @}))1<i, j<n-

Matrice de Cartan en type Ap: Matrice de Cartan en type C:

2 -1 0 0 0 0

2 -1 0 0 0 0
4 2 -1 20 g 9 9 03 2049 5 8
6 o0 -1 2 0 0 o0 12 o 0
I R

Matrice de Cartan en type By: Matrice de Cartan en type Dp:

2 -1 0 0 0 0
2 =i 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 - 0 0 -2 o0 0 0
0 0 -1 2 0 0 0 0 2 -1 0 0
g : I

0 0 0 0 2 -2
8 ¢ 8 1z g




wi
0
(]
o
>
i)
=
(O]
=
T
i)
-
T
O
(]
O
0
(O]
O
=
)
T

=il
0
2
1
0
0

020400

20%000

Matrice de Cartan en type Ee:

-~

00000042

—

cocococo~a cocococo~at
~ | o [
w w
Y oococo~aT v ocoocoao
oy [ [
> >
+ +
n000121_AO n0001_‘21_.00
[ ]
g orrar g orrar
=z o aTeo gorrariooo
ST S
o =
(] <
0402400001_.021_.0000
[ ]
o o
80201,.000 60201_.0000
S g
- -
MZOJAOOOO M201_A00000




Matrices de Cartan en types F et G.

» Matrice de Cartan en type Fj:

2 -1 0 0
-1 2 -2 0
0o -1 2 -1
o 0 -1 2

» Matrice de Cartan en type Gp:

(5 )
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Matrice de Cartan généralisée.

Définition

Une matrice A = (ajj)1<i j<n € M,(C) est dite de Cartan généralisée
lorsque :

> a; =2 pour tout 1 < i < n;
» —a;j € Npourtousl <i#j<n;
> aij:0:>aj,':0.

On dit de plus que la matrice de Cartan généralisée A est décomposable
lorsque, aprés permutation des lignes et la méme permutation des

AL O
0 A2> avec A; et A, des
matrices de Cartan généralisées. On dit que A est indécomposable si elle

n'est pas décomposable.

colonnes de A, la matrice A s’écrit A =




Les matrices de Cartan des systémes de racines irréductibles, réduits sont
des matrices de Cartan généralisées. De plus elles vérifient la propriété
suivante : elles sont indécomposables et pour chacune d’entre elles, tous
les mineurs principaux sont strictement positifs.




Les différents types de matrices de Cartan généralisées.

Soit A une matrice de Cartan généralisée indécomposable. On dit que la
matrice A est

> de type fini si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs.

» de type affine si tous ses mineurs principaux propres sont strictement
positifs et det A = 0.

» de type indéfini si A n'est ni de type fini, ni de type affine.




Diagramme de Dynkin a

généralisée.

> Si A= (aj)ij_y1 est une

matrice de Cartan généralisée,
on lui associe un diagramme de
Dynkin S(A) de la facon
suivante : pour1 <i#j<n,

> siajaj < 4 et |aj| > |aji|
les sommets i et j sont
connectés par |ajj| traits
et ces traits sont munis
d’une fleche qui pointe
vers i si |aj| > 1,

> si ajaj > 4, les sommets i
et j sont connectés par un
trait dessiné en gras
surmonté d’une paire
ordonnée d'entiers |ajj|,
|ajil-

socié a4 une matrice ¢

P A est indécomposable si, et seulement
si, S(A) est connexe. La matrice A
est déterminée par son diagramme de
Dynkin S(A) et une énumération de
ses sommets. On dit que S(A) est de
type fini, affine ou indéfini, lorsque A
est de I'un de ces types.

Cartan

Dans la convention de Kac, on verra
un peu plus loin que a; = (o), ;)
ou les a), resp. «j, sont les
coracines simples, resp. racines
simples et que I'on peut aussi définir
une longueur pour les racines simples.
Donc si ajaji < 4 et |aj| > 1 alors
||ej]| > Ha,H donc la fléche qui
pointe vers i signifie comme dans le
cas de type fini que la longueur de la
racine o est plus grande ou égale a
celle de la racine a;; mais
contrairement au type fini, quand
|aj| > 1, il se peut que ||aj|| = |||
(lorsque |aj| = |aji| = 2) et dans ce
cas on doit faire apparaitre une fléche
dans les deux sens.




Systémes de racines non de type fini.

Type hyperbolique.

Proposition

Soit A une matrice de Cartan généralisée indécomposable. Si A est de
type fini ou affine, alors chaque sous-diagramme propre de S(A) est une
union de diagrammes de Dynkin (connexes) de type fini.

matrice de Cartan généralisée
les différents types
diagramme de Dynkin
exemples

racines

Définition

Soit A une matrice de Cartan généralisée indécomposable. La matrice A
est dite de type strictement hyperbolique (resp. hyperbolique) lorsque A
est de type indéfini et que les sous-diagrammes connexes propres de S(A)
sont de type fini (resp. de type fini ou affine).

Florence Fauquant-Millet

Groupe Travail sur Groupes de Tresses



Soit A = (

» Si ab < 3 alors A est une

matrice de Cartan (généralisée)
de type fini : de type A si
a=b=1,detype B> = ( si
{a, b} = {1, 2}, de type Gz si
{a, b} ={1, 3}.

Si ab = 4 alors A est une
matrice de Cartan généralisée
de type affine.

Deux cas sont alors possibles:

» Ou bien a = b = 2 et son
diagramme de Dynkin
S(A) est le suivant:

1
——>e Type A(1 )

723> avec a, b € N*.

Autres exemples de matrices de Cartan généralisées.

2
—b

» Ou bien {a, b} ={1, 4}
et son diagramme de
Dynkin S(A) est le
suivant :

=—=e Type A(22)

Si ab > 4 alors A est une
matrice de Cartan généralisée
de type indéfini et son
diagramme de Dynkin S(A)
est le suivant :

(a,b)
On—
Donc A est de type
strictement hyperbolique.




> A=

exemples de matrices de Cartan généralisées.

2 -1 0 -1
-1 2 -1 0

0o -1 2 =l
-1 0o -1 2
La matrice A est de type affine et
son diagramme de Dynkin S(A) est
le suivant :

A Type A(;')

SR B |
A=l 0 2 2 o0

o -1 0 2
La matrice A est de type affine
(attention, ici cette matrice de
Cartan généralisée est la
transposée de la matrice de Cartan
écrite avec la convention de
Bourbaki) et son diagramme de
Dynkin S(A) est le suivant :
.

- ¢ Type B;(f)

T2 5 4
A=l o -1 2 o

0o -1 0 2
La matrice A est de type affine et
son diagramme de Dynkin S(A) est
le suivant :
.

PUN—" Y Type A(sz)

2 =2 0 0

-1 2 -1 0

A=l 0o -1 2 -1

0 0o -2 2
La matrice A est de type affine et
son diagramme de Dynkin S(A) est
le suivant :
e e —>» Type D‘(;z)
Soit le diagramme de Dynkin
suivant :

On peut déterminer la matrice de
Cartan A associée et vérifier que A
est de type hyperbolique.

v




L’algébre de Kac-Moody.

> Soit A= (a,j)lg,"jg,, une
matrice de Cartan généralisée,
de rang .
Une réalisation de A est un
triplet (b, m, ©V) tel que

> B est un C-espace
vectoriel de dimension

2n— V¥,

» 7 ={o1, ..., an} CH*
et
7 ={of,...,ay} CHh

sont des familles libres,
» (o, a;) = aj; pour tous
1<i j<n.
> Les a; sont appelés les racines

simples et les o) les coracines
simples.

On construit une algébre de Lie
complexe g(A), dite de Kac-Moody, qui
est engendrée comme algébre de Lie par
b et par les éléments e;, f;, 1 < i < n,
soumis aux seules relations suivantes:

> [ei, f] = 6 pour tous
1<i,j<n,

[h, h'] = 0 pour tous h, K’ € b,
[h, ] = (i, h)ei,

[h, fi] = —(«i, h)fi, pour tout
1 < i< n, et pour tout h € b,
(ad &) ~ie; =0 et

(ad £;)'=%f; = 0 pour tous
1<i#j<n

v

v

v

v




Définition des racines.

On pose g = g(A) pour A une matrice de Cartan généralisée.

» On dira que g est de type fini, resp. de type affine, resp. de type indéfini,
lorsque A est de I'un de ces types.

> On pose Q =3 ! | Zwj: c'est le réseau des racines de g. On pose
Q+ =", Na; et pour tout o € Q, on pose

go ={x €g|Vhen, [h x] =alh)x}.

Alors
1=Po= D roro P s
aER aEQy —aeQy
—— ——
nt n
avec go = 0.

> Un élément o € Q est appelé racine de g lorsque o # 0 et go # {0}. On
note R I'ensemble des racines de g.

> Onpose R" = RN Q@+ et R~ = RN (—Qs). Les éléments de R, resp.
R™, sont appelés racines positives, resp. négatives. On a alors

R=R"UR™.




Remarque.

Remarque

> Pour tout o € Q, dim g, < oo, mais on n'a pas forcément, si o # 0,
dim g, = 1 comme dans le cas de type fini.
» De plus, contrairement au cas de type fini, dés que g n’est pas de

type fini, on a dimg = oo et si R est I'ensemble des racines de g, on
a|R| = oc.




Définition du groupe de Weyl.

Soit A une matrice de Cartan généralisée et g(A) I'algébre de Kac-Moody
associée.

» Pour tout 1 < i < n, on définit la réflexion fondamentale s; associée
a la racine simple «; comme suit:

S,'()\) =\— <)\7 Oz,y>a,-

pour tout X € h*.

> Le groupe de Weyl W, ou W(A), de g(A) est le sous-groupe de
GL(b*) engendré par toutes les réflexions fondamentales s;,
1<i<n.

> Une racine o € Q est dite réelle lorsqu'il existe w € W(A) et o; € T
tels que a = w(«y;). Elle est dite imaginaire sinon.

V.



Propriétés.

» Sig = g(A) est de type affine (avec A de
rang £) alors n = £ + 1. De plus, en
renumérotant les indices des o; de 0 a £,
il existe une racine imaginaire

Soit A € M,(Z) une matrice de Cartan § = 3L ajo avec les aj des entiers
généralisée et g :_E(A) I'algebre de strictement positifs premiers entre eux
Kac-Moody associée. dans leur ensemble tel que A§ = 0 (en
» Ona identifiant § avec le vecteur transposé de
(a0, a1, ..., az)). Alors I'ensemble des

IR| < oo IW(A)| < oo racines imaginaires de g est

{né | nez"}.

P Pour toute racine réelle c,
dimg, = 1.

» Si A est symétrisable (cad s'il existe une
matrice diagonale inversible D € M,(Q.)
et une matrice symétrique B = (bj;) telles
que A = DB), alors on peut définir sur h™
une forme bilinéaire symétrique (| ) non
dégénérée invariante par W(A) telle que
pour tous 1 < i, j < n, (i | o) = bjj.
Alors ac € R est imaginaire si, et
seulement si, (o | o) < 0.

» Sig = g(A) est de type fini, alors
I'ensemble des racines
imaginaires de g est vide (et g
est semi-simple déployée).
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